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Le ricerche in Aritmetica di Pitagora c della sua 
scuola dimostrano , che questa scienza non comin- 
ciò allora ad esser coltivata ; ma che già prima al- 
tri se ne occuparono : e forse con le altre dottri- 
ne ancor queste Pitagora raccolse dagli egizj . Con- 
viene però riflettere , che la maggior parte delle in- 
vestigazioni de’Pitagorici non furono dirette all’ au- 
mento della scienza Aritmetica; ma ad astratte con- 
siderazioni sulle proprietà di taluni numeri , dalle 
quali nulla di vantaggio traeva quella 1 : che però 
ragionevolmente il tempo non le ha tutte rispetta- 
te ; e la posterità anche le rimaste ha tenuto in po- 
chissimo conto. Ma le ricerche anche oziose di gran- 
di uomini rare volte rimangono a dirittura sterili ; o 
quelle de’ Pitagorici, di cui abbiamo fin ora detto, 
somministrarono ampia materia a’ problemi aritme- 
tici : ed anche la Geometria ne risentì grandissimi 
vantaggi ; poiché la ricerca di due numeri quadrati 


1 Tclauge figlio di Pitagora compose quattro libri sul gvater»ario , 
Archila scrisse un intero trattato sul numero 10 , ed altri in simili ri- 
cerche sullo tiriti de' numeri impiegarono il loro tempo , nuu escluso 
il divino Platone . 
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Vi Preliminare a 

da’ quali insieme presi risultasse anche ùn quadra- 
to , diede occasione, e fu l’origine della celebratis- 
sima proprietà del triangolo rettangolo j che però es- 
sa ritiene ancora il nome di Pitagora, al quale è do- 
vuta . Intanto è da credersi, che la parte aritmetica 
di pura calcolazione non fosse stata da quella scuo- 
la in poi interamente trascurata a , se riguardisi a’ 
progressi, clic le scienze cui essa è ausiliaria fecero 
«ella scuola di Platone, ed allo stato dell’ Astrono- 
mia a quell’ epoca \ e più di tutto al grado cui essa 
pervenne a’tempi di Archimede e di Eratostene 1 * 3 : 
giacché in genere di scienze , e particolarmente per 
le così dette esatte , le nuove scoperte sono sempre 
figlie di una genesi progressiva , che però , come 
altra volta dissi * , è impossibile conoscere la prima 
origine di esse . Finalmente , argomentando sem- 
pre de’ progressi dell’ Aritmetica dagli usi cui essa 
veniva adattata , sarebbero mancati ad Ipparco e 
Tolomeo i mezzi per le loro scoperte in Astronomia: 
nè questi avrebbe potuto calcolar , come fece , le 
sue famose tavole delle corde degli archi di cerchio, 


1 Che in tale «cuoia si tosse ancor coltivato ciò che volgarmente di- 
cesi abbaco , ne dì manifesto indizio la tarda per la moltiplicazione do' 
numeri semplici , che conosciamo ancora col nome di pitagorica . 

s Archimede diede un esempio mirabilissimo delta virtù deli Aritme- 
tica a’ suoi tempi , nella diffìcil ricerca della quadratura del cerchio e 
nel suo Ptammilc , che presenta con sorpresa lo sforzo più grande del- 
la scienza aritmetica a quel tempo ; e di Eratostene abbiamo ancora il 
metodo indiretto per rinvenire i numeri primi , conosciuto cob nome- 
di crivello di l'.ratoitcnc . 

‘ Nel discorso preliminare agli Eie incuti di Euclide . 
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che dovevano poi essere il fondamento della Trigo- 
nometria , della Geodesia , e dell’ Astronomia. 

Questi progressi successivi dell’ Aritmetica do- 
vettero insensibilmente condurre ad indagini gene- 
rali su i numeri : nè i libri VII , Vili , e IX degli 
Elementi di Euclide dobbiamo altrimenti conside- 
rare aver ricevuta la loro origine j nè a quell'epoca sì 
gloriosa per le Matematiche dobbiamo credere, che 
que’nostri maestri si fossero introdotti allo studio e- 
lementare di tale scienza, senza che ve ne fosse biso- 
gno . Ma pure queste loro considerazioni erano ben 
diverse da quelle altre, che si dovettero fare in segui- 
to per la soluzione de’prcblemi aritmetici, e che co- 
stituirono a poco a poco una nuova scienza di calco- 
lo , che prese poi il nome di Algebra 5 . 

L’origine dell’ Algebra è ugualmente oscura che 
quella di tutte le scienze umane ; e la prima opera 
che ne abbiamo per mano di Diofanto 6 la mostra già 
abbastanza avanzata , senza che sapessimo i gradi di 
conoscenza in essa che si erano prima sormontati , 
per giugnere a quel segno . E possiamo solamente 
stabilire, per valercene in appresso, che all’epoca di 
Diofanto già si erano introdotte le particolari ma- 

5 Vcggasi circa 1' originai significato . ed uGcio di Algebra il cap. il. 
dell’ egregia opera del Cossali : Origine , trasporlo in Italia .... 
dell Algebra . 

6 L’ epoca in cui visse Diofanto , secondo argomenta il Bacheto , nel- 
la lettera premessa alla versione ch'egli diede de’ sei primi libri super- 
stiti da' tredici che quel matematico greco ne compose, può fissarsi at- 
r incirca il terso secolo della nostra Era. 
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nicre per esprimere le potenze j e si marcava con un 
segno la sottrazione : e che ne’ suoi libri Aritmeli- 
corum si scorge evidentemente il maneggio delle e- 
quazioni di secondo grado 7 . È veramente stata gran 
perdita per la scienza quella di alcuni di tali libri 
di questo matematico di Alessandria , e di un altra 
opera sulla pratica dell’ Aritmetica , di cui parla 
Teone 8 : poiché da esse non solamente altro nume- 
ro di maggiori cognizioni si sarebbe raccolto $ ma 
avremmo ancora tratto gran lume per lastoria di que- 
sta scienza, di cui, dopo Diofanto, altro non abbia- 
mo, nella scuola greca di Alessandria, che poco do- 
po lini con la distruzione della celebre biblioteca , 
in cui la potenza di tanti re protettori delle scienze 
aveva raccolto il fiore del greco sapere 9 . 

Passate le scienze da’ greci insieme colla domina- 
zione in mano degli arabi ; questi fecero tutti i lo- 


i Si riscontri il cap. iv. voi. I dell' opera del Cossali. 

B Comment. in /tinta;, iib. v. 

a Le scienze , c specialmente la Geometrìa , che avevano arata un 
tem|>o la loro culla in Egitto , divenute adulte in Grecia , ritornarono 
a mostrarsi nel loro clima natale, per opera de’ re Tolomei, che succes- 
sivamente >1 governarono ; i quali vi chiamarono, ed accolsero i più di- 
stinti matematici, da formarvi una scuola celeberrima, che fu assai uti- 
le a tali scienze, nella quale figurò da prima Euclide, o vi si produssero 
a mano a mano Eratostcne , Apollonio, Pappo, Diofanto, Teone ed lp- 
pazia sua Gglia , e tanti altri. E quo' sovrani benemeriti delle scienzo vi 
fecero acquisto di tanta copia di opere in Grecia prodotto , da compor- 
re la più famosa biblioteca che nell' antichità si riconosca , la quale con 
grave danno delle scienze fu poi distrutta nel vu° secolo dall' incursione 
barbarica de' saraceni ; di che non v' ha storia dell' umano sapere , 
che ancor non si dolga. 
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ro sforzi per rimediare ai mal fatto , traducendo , 
comenlando, c riproducendo ciò che de’ greci mae- 
stri fu loro possibile raccogliere ,* e 1’ Aritmetica , e 
la Geometria fu da essi grandemente coltivata e pro- 
mossa. Per la prima di tali scienze n’ è irrefragabi- 
le testimonio 1’ ingegnoso sistema di numerazione 
che noi usiamo, e che da loro abbiamo tratto j quan- 
tunque solide ragioni, sommi lustrateci dagli stessi au- 
tori arabi , ci facciano credere averlo essi ricavato 
dagl’ indiani IO . E che presso questi fosse già mol- 
to innanzi una tale scienza lo mostra chiaramente la 
dimanda fatta da Sessa figlio di Daher , inventore 
del giuoco degli scacchi, ad un re indiano cui lo pre- 
sentò, dalla quale si rileva, che già la dottrina del- 
le progressioni geometriche aveva molto progredi- 
to". Ma usciamo una volta da questo denso bujo, che 
la storia dell’ Arimetica e dell’ Algebra presso le an- 
tiche nazioni indiana, greca ed araba ci presenta, e 
cerchiamo più chiaro giorno in tempi a noi più pros- 
simi, e che maggiormente debbono interessarci, pas- 
sando a quell’epoca in cui dagli arabi fu trasportata 
tale scienza nelle nostre regioni, dalla quale defini- 
tivamente intendiamo cominciare questo saggio sto- 
rico dell’ Algebra. 

Nel risorger le scienze , cominciando in Italia , 
dopo il mille , annunziarono fin da principio quel- 

’° Montitela - //taf . in Malli. part. II. lib. I. n. vili . 

“ V«ggasi la storia di questa invenzione nel voi. I. pag. 380 ediz.'2. 
della Uni. da Malli, del Montucla. 

b 
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Jo die diverrebbero in seguito in mano di una na- 
zione di uomini dotali di fervido ingegno , e di 
grandissimo desiderio di far nuovamente rifulgere 
la loro antica grandezza. Lionardo denominato Bo- 
nacci dal nome del padre, e più comunemente co- 
gnominalo Pisano dalla sua patria , al cominciar 
del XIII secolo ,a , di ritorno dalle sue peregrina- 
zioni in oriente , ove aveva appresa 1' arte dell’Al- 
gebra, ne diffuse la dottrina in Italia , e rese pub- 
blico il suo libro di Aritmetica , ove giunse fino al 
maneggio delle equazioni di primo e secondo gra- 
do. INù certamente altri prima di lui apparisce aver 
ciò fatto, come con lauti forse , preso da amor na- 
zionale, ha stiracchiando dubitato l’ ab.Andres 13 , 
pretendendo che prima di Lionardo si fosse adope- 
ralo a farla conoscere nelleSpagne un tal Giuseppe, 
detto spagnuolo dal nome di sua nazione . Po- 


" L’ Abbaco dì Lionardo cominciò a rendersi comuno per V Italia fin 
dal 1202 — Cessali — Origine, Irti sporto ec. , voi. I. c. i. §.V. 

1 1 Nella sua dotta opcrj : dell origine , progresii ec. di ogni lelte- 
ratura ( Scienre naturati cap. ni. §. 80. ) . 

’ 4 Prima dell' Ab. Andrcs , il francese Gua-dc-Malves , per un istin- 
to anti-italiano , aveva asseverantemente pronunziato che : Ics ambre, 
et In maures aroienl apportici itane C Espugno , et gai de-la s rtoirnt 
rrpandues dan s tout le reste de l' Europe ( le regole dell' Algebra j : sog- 
giugnendo poi in una nota, che : jesais n iammoim gue gue Ignee auteurs 
ituliens.trop jalouxpeul-itre de la gioire de leur nation.onl pritendu gue 
Léonard de Pisa avoit èli I inslruire dant l Arabie virine , et gu il en 
acoil apporti immidiatement en Italie F Arilhmitigue et C Algebre. Celle 
opinion est sur tout fondie sur t autoréte de Tartaglia. Ma noi non sta- 
remo a perder tempo in rispondere alle gratuito asserzioni del Gua-de- 
Malvc» , delle quali ha tenuto si poco conto anello il Montucla , da non 
farne nò pur menzione . 
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steriormcnte nel XI V° secolo Guglielmo di Lunis, c 
poi Raffaele Carnicci dell’ Algebra pur trattarono , 
l’uno trasportando dall’arabico in volgar lingua un 
trattato anonimo conosciuto col nomedi Regola di 
àlgebra, e 1’ altro pubblicando un suo cornenlario 
sul medesimo' 5 . Ed a quell’epoca, o poco appresso 
altri trattati di tale scienza tradotti dall’ arabo , o 
composti da italiani si videro comparire , tra’ quali 
si trova fatta menzione da’ nostri scrittori di storia 
matematica di quello di Mohamad ben Musa, e del- 
1’ altro di Paolo de’ Dagomaridi Prato , sopranno- 
minato, per la sua eccellenza nell’ Arimetica, Pao- 
lo deli àbbaco. 

Al principiar del secolo XV*, e nel corso di esso 
queste dottrine germogliarono grandemente , ed in 
tutt’ i luoghi d’ Italia coltivaronsi col nome di Arie 
maggiore , ovvero Regola della cosa , dell’ Alge- 
bra ed Almucabala l(i , come ne fa testimonianza il 
famoso Luca Paccioli , detto Luca de Burgo , da 
Borgo S. Sepolcro sua patria , nel trattato j. della 
distizione V“ della sua Stimma de Aritmetica, Geo- 
metria, ec. Di fatti dalla scuola di Jra Luca, e da 
altre che ve n’erano aHora gran numero di coltiva- 
tori di questa nuova scienza si videro sorgerà, ond ò 
che li ualmente resa essa presso gl’ italiani comune, 
passò ad altre nazioni di Europa , serbando però 
sempre l’impronta di questo suo luogo materno, ove 
era stala grandemente fecondata. 

11 Vedi Cassali nel §.S, cap. l, voi. I. 

tf Cassali cap. u. vol.l. 
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L’ opera suddetta di fra Luca è distinta in due 
parti, nell’una delle quali ei tratta di Aritmetica, o 
piuttosto dobbiam dire dell' Algebra ed Almuca- 
bala , nell’altra di Geometria. E nella prima di que- 
ste , che cade nelle nostre presenti considerazioni , 
convien notare , che fra Luca aggiunse alle ricer- 
che degli algebristi anteriori a lui la soluzione di tut- 
te le derivative del secondo grado, che chiama pro- 
porzionali : e ciò mostra con quanta leggerezza il 
dottissimo Montucla ' 7 , e più di lui ancora il Bossut 
abbiano giudicato di questo nostro illustre italiano, 
senza nè men darsi la pena di riscontrarlo. Nè que- 
ste cose pur furono sue invenzioni j ma, com’ei stes- 
so accenna , eran già conosciute e praticate : egli 
però estese c generalizzò la regola lino a lui cono- 
sciuta solamente per le derivativo di quarto e di se- 
sto grado ; e tentò pure con buon successo, o alme- 
no perfezionò 1’ estrazione della radice dalle quan- 
tità specialmente dette binomio ,8 . Le quantità ir- 
razionali eran dunque a quell’ epoca già conosciute 
ed in uso nell’ analisi algebrica : ma di ciò diremo 
più particolarmente in appresso. 

Le fatiche di tanti italiani illustri prepararono al- 

Vedi Costali cnp, vii. voi. I. 

•* Costali opera cit. voi. I. pag.238. « srg. — Con la! denominammo 
vennero specialmente dinotate le espressioni di due termini ciasciui 
de' quali . o almeno uno fosse allctto del segno radicale ; ed essa fu 
ritenuta da' più distinti analisti posteriori tra' quali l' Eulero ; che per- 
ciò il traduttore francese de' costui Elementi di Algebra erra in (tiro , 
clic fosse stato quello il primo a cosi chiamarle ( Vedi nota al §. (idi), 
di tal Iradutioae ). 
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l'Algebranuovi progressi ed importanti nel XVT se- 
colo , in cui Tartaglia, Cardano, Scipione del Fer- 
ro, e Bombelli diedero le loro regole per lo sciogli- 
mento delle equazioni del terzo , e quarto grado j 
del quale argomentoconviene qui tessere brevemen- 
te la storia. Ma prima bisogna osservare, che fino al 
Cardano rimaneva tuttavia ignota la risoluzione del- 
le equazioni del secondo grado, in cuitutt’i termi- 
ni, laddove fossero ridotti al primo membro, risul- 
tassero positivi, cioè della forma x’+/?a:-j-^=o,non 
che delle altre delia forma x' — px+q=o , laddo- 
ve fosse 'A p' minore di q ; e ciò perchè trattandosi 
allora puri problemi in numeri , riesciva più diffi- 
cile diciferar da essi la natura , e 1’ uso delle radi- 
ci negative , che però queste venivano considera- 
te per impossibili . E non solamente per siffatte e- 
quazioni , ma anche più generalmente conobbe il 
Cardano la natura , e 1' uso di tali radici , eh’ ei 
chiamò false , in opposizion delle positive che dis- 
se vere, la qual denominazione serbossi nell’ analisi 
delle equazioni fino al Vieta , ed anche posterior- 
mente l’ è stata usata; e distinse pure le radici false 
da un altro genere di radici , che chiamò assoluta- 
mente false, cioè le immaginarie, delle quali diede 
ancora esatte nozioni. Conobbe egli in oltre il teo- 
rema fondamentale per la composizione delle equa- 
zioni, e il numero delle radici di queste corrispon- 
dersi alle unità del loro grado, non che la maniera 
di ritrovare le radici razionali , quando ne avcssc- 
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10 : di tutte le quali invenzioni, e di altre eziandio, 
noumeno importanti, gliene rende giustizia anche 

11 Montucla ’ 9 , scrittore delle cose agl’ italiani ap- 
partenenti più diligente , e men prevenuto di qua- 
lunque altro storico francese abbia di proposito, o 
per incidenza trattata questa parte della storia del- 
le Matematiche. Ma senza star qui ad enunciare par- 
atamente quanto debba la risoluzione delle equa- 
zioni alle utili fatiche del Cardano, lo che andrà me- 
glio fatto dopo aver esposte, nel presente trattato , 
tali dottrine ao , mi limiterò per ora ad accennar so- 
lamente, che tutta la presente teorica generale del- 
le equazioni, ed i principali metodi per risolverle, 
hanno il loro fondamento nelle ricerche del Carda- 
no, le quali se limitate veggonsi a casi particolari , 
e non presentate in quel grado di generalità di cui 
erano suscettive , debbesi ciò attribuire allo stato 
d’inceppamento in cui era allora l’analisi algebrica. 
Che anzi accrescerà sorpresa il pensare , che siensi 
fatte per pure considerazioni astratte } giacché l’Al- 
gebra a quell’ epoca era ancor priva di quella ve- 
ste simbolica , che tanto gli è necessaria per faci- 
litare le calcolazioni generali , e le ricerche sulle 
medesime j quantunque però dell’ introduzione del- 
le lettere per simboli in essa già qualche rastro se 
ne ravvisasse presso Diofanto } e che fra Luca , 
Tartaglia e Cardano avessero cominciato un poco ad 


*» Vedi I' Hisloire des Malhèmatiqun pari. HI. lib. ih. n. 5. 

10 Vedami le note in liue del volume , ue' luoghi corrispondenti . 
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estendere *' : ma non era ancora giunta l’epoca die 
ciò venisse a perfezione ridotto. 

Scipione del Ferro, al dir di Cardano ” , fu il 
primo , che dando un passo più in là degli altri i- 
taliani, che lo avevano preceduto, rinvenne la solu- 
zione di un caso particolare delle equazioni del ter- 
zo grado , quello, cioè , che secondo la nostra ma- 
niera sarebbe espresso da .r’-f- px = e che col lin- 
guaggio di allora si sarebbe detto capitolo ili cosa e 
cubo eguale a numero , dinotando x la cosa, cioè 
l’ incognita del problema, x' il cubo di essa , e <7 il 
numero. Ed ei palesò questo suo trovato al suo di- 
scepolo Maria-Antonio del Fiore, e questi per iat- 
tanza di tal possesso spinse Nicola Tartaglia brescia- 
no, uomo dotato di grandi cognizioni e di profondo 
ingegno, ma irritabile all’eccesso e vanaglorioso, a 
ricercar la soluzione generale delle equazioni di ter- 
zo grado, nel che riesci felicemente } sicché la scien- 
za restò per le loro illustri contese grandemente am- 
pliata . Superbo il Tartaglia di tal trovato , che di 
gran lunga superava il metodo posseduto da del 
Fiore, gli propose la solenne disfida di doversi scam- 
bievolmente proporre trenta quistioni , a patto che 
colui il quale ne avrebbe risoluto più gran nume- 
ro avrebbe guadagnata la disfida. Questa ebbe luo- 
go , e siccome il del Fiore non possedeva il metodo 

*• Summn di j4rt7.pag.83,8ì* Otturai Trattalo di num.t mi». pari .11 
lib. vii. pag.109 - Ari Magna cap.xm. , e cap. u. de reg.Aiiza. 

" Art A/ojno lib. I. 
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«Iella soluzione generale «Ielle equazioni di terzo gra- 
<lo, e che Tartaglia ebbe accortezza di far cadere le 
quislioni da lui proposte ne’ casi non conosciuti dal 
rivale , così costui nessuna potè risolverne, mentre 
al contrario tutte quelle da lui proposte furono nel 
brevissimo intervallo di poche ore risolute dal Tar- 
taglia , che non volle però generosamente ricevere il 
premio convenuto a3 . Questi però custodì con gran 
secreto la sua invenzione , che desiderava corn’ ei 
stesso dice, perfezionare, e pubblicare , quando gli 
sarebbe tornato a comodo : ma essendosi fatto per- 
suadere dalle replicate preghiere del Cardano , non 
senza ripetuti giuramenti, che non 1’ avrebbe ad al- 
tri fatta conoscere , e molto meno resa pubblica in 
alcuna sua opera, s’indusse finalmente a comunicar- 
gli un capitolo in cattiva rima , nel quale egli aveva 
compresa tal regola, per poterla così più facilmen- 
te ritenere a memoria . Ma Cardano mancando al 
patto giuralo diede fuori , dopo poco tempo , que- 
sta generai soluzione delle equazioni del terzo gra- 
do , avendola pubblicata nella sua Ars Magna nel 
1 545 , ond’ è che gli analisti posteriori , grati per 

tal riguardo più al Cardano, che al Tartaglia, l’han- 


" Chi desiderasse un' estesa notizia di tutta questa contesa dotta , 
potrà riscontrare il lib.lX. de 1 Quesiti del Tartaglia ; o pure leggerla 
più brevemente , ma con distinzione grandissima riportata dal Cossa- 
li , nel cap. 11. voi. I. della sua più volte citata opera. 

Tutto quest’ altro procedimento potrà riscontrarsi presso il Tar- 
taglia nella storia di ciò premessa a’ libri XXXIV e XXXV'. de suoi 
Quesiti , e presso il Cossali nel luogo qui sopra citalo . 
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no sempre denominata formolo Cardanica , sebbe- 
ne a rigore dovrebbe dirsi Tartagliano. Non è però 
che Cardano avesse lasciato questo argomento senza 
aggiugnervi ; mentre a lui dobbiamo la conoscenza 
del caso irreducibile delle equazioni del terzo grado; 
il risolvimento di talune equazioni cubiche che ca- 
devano in questo caso ; ed i primi tentativi per ve- 
dere se con altro metodo di risoluzione potesse evi- 
tarsi siffatto sconcio 35 : ma al Bombelli era serba- 
to mostrare, esser le radici delle equazioni cubiche 
per tal caso tutte reali , e’I modo da convertirvele. 
E queste ricerche fan vedere , che delle radici da 
noi dette immaginarie , si aveva già conoscenza in 
Algebra a’ tempi di Cardano ’ 6 . 

Dato il passo della risoluzione delle equazioni del 
terzo grado, fu esso a poca distanza di tempo segui- 
to dallo scioglimento di quelle del quarto, per ope- 
ra di Luigi Ferrari discepolo del Cardano; la quale 
altra importante scoperta fu pure risultamelo di un 
problema proposto a disfida da un tal Giovanni Cella . 

Tutte queste grandi ricerche fatte dagl’ italiani 
mostrano abbastanza a chiunque , eh’ essi dovette- 
ro conoscere il calcolo delle quantità irrazionali , 
senza del quale non mai tanto addentro avrebbero 
potuto penetrare nella Datura e maneggiamento del- 

•’ Card, de R/guta Alita ( irruolubili ) — Cossali : Origini , ira- 
iporio , tc. cap. ix. 

Vegg. a tal propesilo le note a diversi §§. del lib. IH , io fine del 
presente volume. 
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le equazioni composte , ed in quella delle loro ra- 
dici. E ciò avrebbe dovuto bastare a rendere accor- 
to il Gua-de-Malves di non pronunziare con tan- 
ta asseveranza , ebe nell’ Algebra del Bombelli , la 
quale usci alla luce ad uso delle scuole d’ Italia nel 
] 589 47 , e eh’ è il primo trattato di tal genere ebe 
abbiasi, siasi veduto per la prima volta comparire 
il calcolo de’ radicali . E ’l Montucla , nè men fa- 
cendo a ciò attenzione , ba ripetuto lo stesso erro- 
re del suo compatriota , quantunque egli , che da 
se medesimo ci si annunzia come ardente ed esat- 
to ricercatore e scrutatore delle opere degl’ italiani, 
non avrebbe dovuto ignorare , che Lionardo Pisa- 
no già quattro secoli prima del Bombelli, nel capi- 
tolo xiv dell’ Abbaco manoscritto , trattò il calco- 
lo de’ radicali semplici e composti ; che fra Luca 
v’ impiegò i trattati 11 e 1 11 della Distinzione Vili 
della Summa de Aritmetica , etc. ; che Tartaglia 
ne trattò anche a disteso ne’libri m, v, xed xt del- 
la parte II. del General trattato di pesi e misure ; 
e finalmente che Cardano se ne occupò pure dif- 
fusamente oeW'Ars Magna Aritkmetices.Y. fin del- 
le radici universali , conosciute da fra Luca sotto 
il nome di legate , e così pur chiamate da Tarta- 
glia e Cardano, avevan prima quello , ed indi que- 
sti altri trattato. 

L’ opera del Bombelli di cui poc’ anzi abbiamo 


‘1 1573 fecondo Conati , pag. CO. Tot. I. 
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fatta menzione , oltre le regole di Algebra degli a- 
rabi, contiene tutte le ricerche del Cardano, e quelle 
del Ferrari intorno la soluzione delle equazioni di 
terzo e quarto grado ; e quant’ altro si era opera- 
to su questo argomento , fino all’ epoca in cui egli 
pubblicò tal suo libro . Di tal che da esso è facile 
giudicare , che in meno di mezzo secolo la scienza 
algebrica fece in Italia i più grandi progressi, essen- 
dosi compiuta la soluzione delle equazioni di ter- 
zo e quarto grado, vale a dire fatto quanto era pos- 
sibile per la soluzione compiuta delle equazioni nu- 
meriche ; gittate le fondamenta della teorica gene- 
rale delle equazioni , con le tante verità intorno la 
natura delle loro radici ritrovate dal Cardano j ed 
essersi in somma ridotta questa a tale stato , da po- 
ter le ricerche ulteriori che la riguardano esser far- 
cilmente condotte innanzi da altri. Il Borobelli, co- 
me si è detto, terminò le ricerche sul caso irreduci- 
bile , e diede una compiuta calcolazione de’ radica- 
li immaginari 

La prossimità di territorio, le continue incursioni 
che i francesi facevano in diversi luoghi d’ Italia , 
de’ quali tennero per qualche tempo la dominazio- 
ne , il commerciar con gl’italiani, e l’ influenza re- 
ligiosa che attivamente a quell’ epoca esercitava la 
Corte di fioma sulla Francia, fecero sì che le scien- 
ze presso noi cominciate a rinascere , e con buon 


•* Veggansile note in fine del volume. 
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successo coltivate , ivi prima di ogni altro luogo si 
trapiantassero con buon successo . Francesco Vie- 
ta 59 , dotato di moltissima penetrazione d’ inge- 
no , di grande attitudine al travaglio , e di una so- 
lida istruzione , a malgrado la sua carriera politi- 
ca , e le sue occupazioni d’ impiego , coltivò le Ma- 
tematiche , alle quali fu utilissimo . Tralasciando 
qui il dire delle sue ricerche geometriche e trigo- 
nometriche, l’Analisi moderna gli dee l’uso più ge- 
nerale delle lettere per dinotar le quantità ne’ pro- 
blemi aritmetici , passo importantissimo pe’ pro- 
gressi ulteriori di questa scienza , che prese da lui 
in poi il nome di speciosa , o simbolica , distin- 
guendosi interamente dall’antica , che tutta la for- 
ma aveva conservata della volgare Aritmetica 30 , e 
di aver alquanto esteso quello de* segni . Ripigliò 
egli pure , e prolungò la dottrina delle trasforma- 
zioni delle equazioni già introdotta dal Cardano 31 , 


•» Nat) in Fontani nel PuUou, verso il IS'tO , e morto in Parigi net 
1603 . 

,J L' introduzione delle lettere per indicare universalmente le gran- 
dezze oltre ad avere un tipo anche presso Euclide , come si è detto nel 
tliicorto preliminare alla nostra esposizione degli Elementi di esso, os- 
serva vasi più manifestamente presso Diofanto ; e nelle opere del Tar- 
taglia e del Cardano non pur si ravvisano le sole tracce di Analisi spe- 
ciosa . ma vi si ritrova di fatto indicata la via ; sicché a giusto titolo 
no» deesi esser tenuti al Vieta , che di esser passato dagli esempi par- 
ticolari al generale, di aver data la regola di usar desimeli , e piantato 
il costume per essi. Nè tampoco gli ti deve l' invenzione de'segni, men- 
tre ci attesta egli stesso che il + ed il — cran conosciuti prima di lui. 

11 La trasformazione delle equazioni attribuita al Vieta dal Gug de 
Maire* è opera del Cardano , ed è pur del Cardano la ricerca delle ra- 
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come si è di sopra accennato ; e quindi stabilì la 
regola per la preparazione delle equazioni , eh’ è il 
fondamento del maneggio di esse. Non bisogna però 
attribuirgli, come fa il Montucla, per nuova manie- 
ra, la formola eh’ egli esibì per la risoluzione delle 
equazioni del terzo grado , essendo questa , come 
mostreremo a suo luogo, una facile riduzione della 
forinola Cardanica 3 * . E simile al metodo del Fer- 
rari, ed in ciò conviene lo stesso Montucla, fu quel- 
lo , ch’egli propose per lo scioglimento delle equa- 
zioni del quarto grado . Aggiunse ancora a siffatte 
ricerche i tentativi pel maneggio delle equazioni di 
tutt’ i gradi, ch’espose nel suo trattato : De nume- 
rosa polestatum resoluf/one, da’quali vennero spin- 
ti in seguito altri analisti a trattarecon miglior suc- 
cesso lo stesso argomento . Cercò ancor egli di e- 
stendere la ricerca delle radici delle equazioni per 
approssimazione già cominciata dal Cardano 33 . 

Il perfezionamento della scienza algebrica para- 
fici irrazionali di un'equazione per approssimazione ; e certamente, che 
»e il Montucla avesse avuta la pazienza di riscontrar la regola aurea del 
Cardano.cbe riguarda quest'oggetto, non avrebbe asserito nella pari. Ili 
Ji6.ii n. 2 della sua itoria dille Matematiche, che Vieta à le premier re- 
eouru aux approximationi , loil pour lu équalioui da Iroiiieine il qua- 
trieme degras, toil pour lei degni tuperieurt. Nè è opera del Vieta 1‘ ar- 
tifizio di trasformare le equazioni complete in altre mancanti del se- 
condo termine , artifizio che scintillò sicuramente al più tardi l’anno 
1541 nella mente di Tartaglia , ed in pieno fulgore spuntò poi all' in- 
telletto di Cardano 1' anno 1544, nella sua Ari Magna. 

** Note in fine del volume. 

11 Vedi Card. Art Magna — de regala aurea , e Costali tei. II. 
cap. ti . pari. 2. 
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mente istrumentale, non poteva non ispirare l’idea 
di vederne 1’ uso, che nella sola Geometria poteva 
a quell’epoca farsene. Già Diofanto ne aveva dato il 
segno nel lib. VI 0 Arithmeticorum, e fra Luca più 
manifestamente, e con più estensione usandone ave- 
va dati esempi di tale applicazione, da’quali Regio- 
montano aveva desunto ciò che posteriormente ve- 
desi da lui fatto in tal genere, come nel Saggio sto- 
rico premesso alla Trigonometria abbiamo accenna- 
to j e Tartaglia aveva ancor dati esempi di costru- 
zione de’ risultamenti de’ problemi geometrici im- 
perfettamente , come allor si poteva , con 1’ anali- 
si algebrica risoluti. Nè si erano quest’ italiani, pri- 
mi promotori di tale applicazione, limitati a’ soli pro- 
blemi di i‘ e a° grado, ma ne avevano ancor trattati 
de’ derivativi dal 4°j ed il Vieta , calcando queste 
orme ben segnate, rese più regolare una tale appli- 
cazione, che dal Cartesio doveva poi ricevere il suo 
compimento, come tra poco diremo. 

All’ incirca i tempi del Vieta , Guglielmo Oug- 
thred 3 4 trattava in Inghilterra alcune delle stesse 
ricerche algebriche , o algebrico-geometriche , tal 
che la formazione delle potenze, le formole per le re- 
gioni angolari, la costruzione delle equazioni, ec. 3S j 
ma le sue investigazioni non oltrepassavano i limiti 
elementari, nè eccedevano quelli già segnati dall’a- 
nalista francese , quantunque non fossero prive di 

'* Nato nel 1573 , morto nel 1660. 

!i Vegg . la sua Claris Geometrica , e gli Opulenta. 
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merito, ed utili a’progressi della scienza, la qual cosa 
le fece, per alcun tempo , riguardar come classiche 
nelleUniversità d’Inghilterra, e fece più volte ristam- 
pare, dopo la morte dell’autore , i suoi Opuscula. 

A questa stessa epoca 1’ Inghilterra vedeva anche 
sorgere in seno ad essa un uomo di merito distin- 
tissimo , che preparava nuovi aumenti ed assai im- 
portanti alla scienza algebrica , era questi Toma- 
so Harriot 36 , cui deesi principalmente l’ importan- 
te scoperta della natura e della formazione delle e- 
quazioni abbozzata dagli analisti precedenti , e che 
dee riguardarsi come pietra fondamentale di quel 
vasto edifizio , che su questo argomento doveva e- 
levarsi dagli analisti posteriori. Ma siffatto suo tro- 
vato non vide la luce , che dieci anni dopo la di 
lui morte, nell’opera pubblicata in Londra nel i63i 
col titolo di Artìs analyticae praxis.Fu questo ana- 
lista il primo a considerar le equazioni trasportan- 
done tutt’ i termini in un membro , e quindi come 
ridotte a zero , la qual forma è quella adatta a far- 
ne meglio conoscere le radici , o i fattori commen- 
surabili } ma egli non giunse a vedere tutto il van- 
taggio che poteasi trarre da tal cambiamento di for- 
ma da lui attribuito alle equazioni , e non servisse- 
ne che in qualche caso . È però da questa consi- 
derazione eh’ ei trasse 1’ altra di vedere , che un’ e- 
quazione composta ridotta a zero doveva risultare 


N^to in Oxford nel 1560. 
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dal prodotto di tanti fattori semplici ridotti ognuno 
a zero , quante erano le unità comprese nel grado 
di quell’ equazione 3 ’ , scoperta che illustra gran- 
demente il nome dell’ Harriot , e che rischiarò la 
natura de’ problemi, rendendola connessa con la lo- 
ro equazione caratteristica. Da queste dottrine del- 
1’ Harriot emanarano come immediate conseguenze, 
che ogni equazione di grado impari dovesse avere 
almeno una sola radice reale ; che le radici immagi- 
narie dovevano sempre combinarsi a paja a paja , 
ed esser di forma determinata; che i coefficienti de’ 
termini di un’equazione dovevano comporsi con una 
legge costante dalle sue radici ; e se queste erano 
reali una legge costante doveva anche regolarne i se- 
gni . Finalmente che ciascuna radice di un’ equa- 
zione doveva essere esatto divisore dell’ ultimo ter- 
mine di essa. L’Harriot introdusse anche l’ uso del- 
le lettere piccole per dinotar le quantità algebriche, 
invece delle grandi che prima adoperavansi. Ma se 
considerisi cièche precedentemente da noi si è det- 
to, troverassi, che abbia avuto torto il Wallis di at- 
tribuirgli il metodo delle trasformazioni delle equa- 
zioni, per liberarle dal secondo termine , o da’ frat- 
ti , o dagli irrazionali ; la conoscenza delle tre radi- 
ci reali nel caso irreducibile , ed altre ricerche delle 
quali è anche più ovvio che si debba la conoscen- 
za agl’ italiani. 

. J i 

’» II Cardino l' avevi già avvertito per Inequazioni di terzo grado 
( t'eg, la ffolt in fine del volume ) , 
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L’ Olanda volle anche contribuire la sua parte 
alle ricerche sulle equazioni numeriche , ed il suo 
cittadino Alberto Girard diede una più chiara nozio- 
ne delle radici negative, nel libro intitolato Invcn- 
tion nouvelle cn Algebre , pubblicato nel 1629. Di- 
mostrò pure, che nelle equazioni cubiche compre- 
se nel caso irreducibile , dovevano necessariamente 
esservi due radici positive ed una negativa, o al con- 
trarioj e stabilì in tale opera alcune altre dottrine, 
riguardanti la Geometria analitica . 

Tanti lavori nella scienza pura algebrica , e nel- 
l’applicazione di essa alla Geometria , già sufficien- 
temente innanzi prodotta, prepararono la strada al 
Cartesio 38 , uno de’ più grandi uomini eh’ ebbe la 
Francia a quest' epoca , ed al quale le Matemati- 
che debbon moltissimo, a perfezionar tali cose, on- 
d’ è che gli dobbiamo 1’ uso di scrivere le jjotenze 
co’ loro esponenti numerici , maniera di grandissi- 
ma abbreviazione e comodità nel calcolo algebri- 
co, e lo sviluppo della natura e dell’uso delle radi- 
ci , tanto ne’ problemi geometrici , che aritmetici . 
Cominciò egli in oltre a considerare le quantità ne- 
gative , come uno stato contrario alle positive } ed 
aggiunse alle ricerche fatte dall’ Harriot la bellissi- 
ma regola di conoscere in un’ equazione quante po- 
tessero essere le radici positive e quante le negative. 
Finalmente introdusse nell’ Analisi moderna il me-, 
todo de’ coefficienti indeterminati, che di tanto van- 

11 Nativo di Turcna , mori in Parigi nel 1G50 in età di 5à anni. 
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taggio l’ è stato in seguito . E per quello che riguar- 
da l’applicazione dell’Algebra alla Geometria, diede 
il metodo di rappresentar convenevolmente per un’e- 
quazione una qualunque locale, dinotata da una pro- 
prietà geometrica, ed aprì la strada a’ geometri po- 
steriori di trattare col calcolo le ricerche sulle linee 
curve} il che di quanto vantaggio sia stato alla Geo- 
metria presso i moderni non v’ ha al presente alcu- 
no che lo ignori . Finalmente completò la dottrina 
delle equazioni geometriche del terzo e del quarto 
grado con la famosa costruzione di esse, eh’ è il so- 
lo trovato de’ moderni in tal genere da stare a fron- 
te , ed ancor superare la Geometria greca. 

Un altro illustre matematico ci si presenta con- 
temporaneo del Cartesio , che si distinse non sola- 
mente in ricerche geometriche } ma ancora in quel- 
le di Analisi pura : è questi il Fermat 39 . Le sue 
ricerche di questo genere consistono nella risoluzio- 
ne di ciò eh’ egli chiama uguaglianze doppie , tri- 
ple, ec., cioè delle equazioni a due, tre o più inco- 
gnite corrispondenti a’problemi determinati} e quin- 
di per questa parte conviene considerarlo come il 
primo ad esporre un metodo generale per le elimi- 
nazioni , eh’ egli applicò all’ importante problema 
di liberare un’equazione da qualunque irrazionali- 
tà , o asimmetria , come allora costuma vasi dire . 
Le sue opere sono piene di problemi aritmetici assai 
difficili, da lui elegantemente risoluti } ed è fuor di 

'• Nato io Tolosa al cominciar del secolo ini. 
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dubbio , che messa da banda la febee applicazione 
dell’ Algebra alla Geometria , operata dal Cartesio, 
egli poteva stare allo stesso rango con questo , col 
quale si misurò in più rincontri , ed entrò diverse 
volte in disputa. 

La strettezza de’ limiti di questo breve saggio 
storico premesso ad un libro elementare , c’ impe- 
disce di far qui menzione di molti , che coltivaro- 
no con successo la scienza dell’ Algebra nel xvit°. 
secolo , in Olanda, in Francia, in Inghilterra, nella 
Germania , nella Danimarca , nelle Spagne , ed in 
Italia, che lungo sarebbe enumerarli tutti, ed odio- 
so il tralasciarne alcuno 5 e starà bene che chi sia 
curioso conoscerne i nomi e le opere legga il Mon- 
tucla , nella pari. IV. lib. 11. della sua Storia delle 
Matematiche , verso la fine . 

La giusta celebrità del nome dell’ autore, i gran- 
di servigi da lui resi alle Matematiche in generale , 
e la singolarità assoluta del di lui merito non per- 
mettono però che si tralasci di dir qui brevemente 
dell’ Arithmctica Universale, dal Newton compo- 
sta ad uso delle sue lezioni nella cattedra di Mate- 
matiche , che tenue nell’ Università di Cambridge, 
cedutagli dal suo maestro Barrovv^, della quale isti- 
tuzione servivansi già in Inghilterra nelle scuole da 
ben trentanni, senza che alcuno prima del 1 707 a- 
vessc pensalo a renderla pubblica, come avvenne a 

Una tal cattedra , perchè fondata dal Luras chiamasi Lucu muta, 
t professore Lucasiano quello che la sosteneva. 
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quest’ epoca , senza saputa dell’ autore , e mal sof- 
frendo egli , che venisse stampato un trattato da 
lui composto a solo uso d’istruzione privata pe’suoi 
allievi . Il pubblico però avendolo bene accolto , 
come conveniva al nome di un tanto uomo , ed al 
merito reale dell’ opera, non fu il Newton in segui- 
to scontento di tal pubblicazione j sicché nel ripro- 
dursi in Londra nel 1722 , dee supporsi, quantun- 
que non vi si dica , che dovè porvi la sua mano in 
perfezionarlo , se riguardasi gli aumenti importan- 
ti, e le correzioni fattevi, che non possono ad altro 
che a lui attribuirsi. Una tale opera è distinta in due 
parti , delle quali 1’ una riguarda il calcolo algebri- 
co ■, f altra 1 ’ applicazione di esso alla Geometria . 
E per ciò che riguarda 1 ’ Analisi pura, si ravvisa la 
mano del grand’ uomo nella semplicità , e chiarezza 
come vi sono recate le teoriche di Algebra le più 
elementari, le quali veggonsi sempre esposte in mo- 
do da far procedere parallelamente l’Aritmetica vol- 
gare e la speciosa \ e da far conoscere ad evidenza 
in che differiscasi 1 ’ una dall’ altra. Vi è in oltre re- 
cato il metodo della riduzione de radicali a più sem- 
plici, per V estrazione di radice } trattata la dottri- 
na delle eliminazioni con 1’ applicazione di essa a 
liberar da’ radicali un’ equazione 5 ed esposto il me- 
todo della risoluzione de’ problemi sieno aritmetici, 
sieno geometrici , con talune regole a proposito per 
ottener 1’ equazione ad essi la più semplice, e quiu- 
di la più adatta all’ eleganza della soluzione . Gli c- 
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sempi , e le quistioni che vi si recano , sono scel- 
ti da non solamente rischiarar le dottrine stabilite , 
e che con essi si volevano illustrare; ma ancora per 
dar luogo a nuovi avvertimenti o precetti. In som- 
ma questo libro, oltre all’ aver data la prima spinta 
a trattare con miglior metodo e maggior estensione 
1 ’ Algebra , non ostante i progressi di questa , ed i 
molti libri d’istituzione che se ne sieno scritti poste- 
riormente da sommi analisti , non intendendo qui 
parlar di quelli che a folla pubblicami da parecchi 
anni a questa parte , da persone poco atte a tal la- 
voro , e talune ancora poco intelligenti nella scien- 
za algebrica , continua a tenere il primo rango tra 
le opere di tal genere , ed il terrà sempre : nè ciò 
pel nome dell’ autore , ma per 1’ utilità grande di 
cui è a chiunque vuol coltivare 1 ’ Analisi pura , e 
l’applicata alla Geometria . Diverse edizioni furo- 
no fatte di un tal libro in breve tempo in Inghilter- 
ra ; e nel continente si vide pubblicato , per la pri- 
ma volta nel l 'j'ìi , in Leyden , per cura del Gra- 
vesande , il quale precedentemente nel «727 si era 
limitato a darne alcuni chiarimenti , nell'opera che 
diede fuori col titolo di Matheseos universali Ele- 
mento , quibus accedunt spedalino commentari in 
Arilhmelicam Universalem Newtoni . Finalmente 
di nuovo , arricchita di dotti consenti da Giov. Ca- 
stillon di Berlino , uscì alla luce per le stampe di 
Amsterdam nel 1761, nella quale edizione, dal dot- 
tissimo cementatore si trovano in fine recatele ri- 
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cerche fatte dal Maclaurin,dal Campbell, e dall’Hal- 
ley , tre distintissimi discepoli del Newton , per e- 
stendere e perfezionar quelle intorno la soluzione e 
costruzione delle equazioni, esposte dal loro mae- 
stro, estraendole dalle Transazioni filosofiche, ove 
avevano meritato di essere inserite. 

Dopo quest’ epoca felicissima per le Matemati- 
che , pe’ molti sommi uomini che le coltivarono 
e fecero progredire , e per le grandi scoperte che 
si fecero nell’ Analisi moderna , si videro uscire in 
luce molte opere , che meritano essere qui almeno 
accennate , perchè tuttavia utilissime alta scienza $ 
tali sono , per dir le principalissime, il Trattato di 
Algebra delMaclaurin, che fu sempre intento a da- 
re maggior luce e sviluppo alle dottrinedelNewton, 
l’altro del Saunderson , la Scienza del Calcolo del 
Reyneau , gli Elementi di Algebra di Clairaut , e 
le Tnstituzioni Analitiche della nostra italiana Ma- 
ria Gaetana Agnesi 4* , scritte con ammirabile chia- 
rezza, e con bell’ordine, delle quali la parte che ri- 
guarda X Analisi degl infiniti, sia qui detto di pas- 
saggio, fu tradotta dal Bossut per servir di libro e- 
lementare nelle scuole di Francia 4\ A questi biso- 

4' Questa illustre donna italiana , non solo , qual novella Ippazia , 
coltivò con grandissima utilità le Matematiche , ma con esompio unico 
nella storia delle scienze , le professò nell' Università di Bologna , inse- 
gnandovi le sue istituzioni , e formandovi una scuola. 

*’ Di questa traduzione ne vidi una sola volta un esemplare nella li- 
mitatissima biblioteca del Pergola , i cui libri , dopo la di lui perdita 
fatale alla nostra scuola , essendo andati dispersi , nè avendone pur 
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gna anche aggiugnere le Institutiones Analylicac 
del Riccati eSaladini, e l'Algebra del Frisi. Final- 
mente il nome stesso dell’autore , e quelli de’som- 
mi uomini che ne intrapresero la traduzione , e fe- 
cero eseguire la ristampa, sono bastanti titoli a mo- 
strare , che non debba tralasciarsi di far menzione 
degli Elementi di Algebra dall’ Eulero dettati in 
tedesco, quasi per passatempo, ed in tal lingua pub- 
blicati la prima volta , e che per chiarezza e ric- 
chezza di scelti problemi, ed elegantementi risoluti, 
non la cedono ad alcun altro di questo genere. 

Chiuderemo questo argomento, e le nostre ricer- 
che storiche intorno l’ Algebra , con una breve a- 
nalisi di un altro libro classico in tale scienza, ope- 
ra di Luigi Lagrange piemontese. 

Da che l’Analisi pura cominciò ad essere arden- 
temente coltivata, non poteva essere a meno che le 
principali mire degli analisti fossero tutte rivolte a 
perfezionare i metodi per la risoluzione delle equa- 
zioni , o in maniera compiuta, o almeno da farne 
ottenere le radici con la maggiore approssimazione 
possibile . I volumi degli Alti delle principali ac- 
cademie di Europa erano pieni di lavori di questo 
genere di sommi uomini, e noi di taluni abbiamo già 
accennato di sopra. 11 Newton non aveva tralascia- 
to di proporre i suoi tentativi , che procedevano 
sulla legge stessa del metodo tenuto dal Ferrari , 

potuto avere quelli che io gli aveva improntati , non so qual fato abbia 
avuto quell' esemplare . 
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per lo scioglimento delle equazioni del quarto gra- 
do 5 ma con meno felice successo. Il Leibnitz si era 
aneli’ egli mollo occupato di quest’ importante og- 
getto per 1’ Analisi moderna ; ma quantunque da 
principio fosse restato molto contento del successo, 
per aver , corn’ egli diceva , ravvisata la strada da 
progredir al di là delle equazioni di terzo grado j 
bisogna però credere, che in seguito l’avesse ricono- 
sciuto per illusorio 5 poiché non mai pubblicò que- 
sto suo metodo , nè i tentativi per esso . Il Tschir- 
nhausen propose nel i683 alla R. A. di Berlino le 
sue ricerche , per ridurre a pura qualunque equa- 
zione, trasformandola in un’ altra nella quale sva- 
nissero tutt’ i termini intermedi della proposta : e 
queste sue investigazioni sono, al dir di Lagrange , 
giudiziose ed ingegnose j ma che non sostengonsi al 
di là del terzo e quarto grado . Nè tampoco altri 
analisti anteriori , o contemporanei a questo erano 
stati più felici. L’ Eulero, fatto per perfezionare o- 
gni ramo di Matematiche , se n’ era occupato per la 
sua parte ; ma con tutto ciò questo argomento esi- 
geva ancora nuove cure , e nuovi aumenti . In tale 
stato di cose , chi lo aveva potuto , aveva cercato 
aggiugnervi qualche cosa del suo, rivolgendosi a’me- 
lodi particolari 5 e 1' Eulero stesso aveva il primo 
considerate le equazioni da lui dette reciproche. 

Nella quasi impossibilità di poter riescile a risol- 

41 Vegg. la lettera da lui scritta al Collins — Comm. £/>ùl.pag.63. 
Ci , e Co ediz. in i. 
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vere le equazioni di grado superiore al quarto l’an- 
cora sacra erano i metodi di approssimazione, che, 
per altro , perfezionati sono quanto mai possa biso- 
gnare in tale argomento per gli usi algebrici; giac- 
ché i risultamenti che ottengonsi dal maneggio di 
un’equazione essendo involti di radicali, non altri- 
menti che per approssimazioni si potrebbe pur giu- 
gnere al valore dell’ incognita . Il Newton propose 
il primo su di ciò le sue ricerche ; ed il suo metodo, 
e quelli deU’Halley, e del Raphson meritano tutta- 
via esser tenuti come i più generali . Giovanni Ber- 
noulli se n’ era anche occupato ^ ; il suo fratello 
Giacomo aveva dato un metodo grafico da rinve- 
nire per approssimazione le radici reali delle equa- 
zioni di terzo e quarto grado ; e Tomaso Simpson , 
Daniele Bernoulli , ed altri avevano anche messa al- 
T opera la loro parte . Ma tutti questi lavori di uo- 
mini sì distinti non soddisfacevano ancor bene a’ 
desideri degli analisti, ed a’bisogni dell’analisi alge- 
brica . Tale era lo stato di questa per la risoluzione 
delle equazioni , quando 1’ illustre Lagrange prese 
a perfezionare ciascuna delle ricerche riguardanti 
siffatto argomento importantissimo , formando del 
suo lavoro diverse memorie, che presentò alla R.A. 
di Berlino , ne’ cui Atti veggonsi pubblicate . Ma 
osservando poi che da queste risultava un compiuto 
trattato per le equazioni numeriche , ove i progres- 

44 Lift. Cale. Inltg. Op. t. III. 

41 Atti di Lipsia an. 1689. 

' .4 ’ 
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si de’ metodi intorno ad esse vi si contenevano, rac- 
colse tali memorie , pubblicandole, non senza nuo- 
ve cure, nel 1 808, col titolo di Traitè de la résolu- 
iion des équations mimériques ; il qual libro può an- 
cora considerarsi come il limite dove lo spirito uma- 
no abbia potuto giugnere in questo argomento ed 
è quello che può segnare a chiunque osi correre in- 
nanzi in tal carriera il punto d’ onde partire : nè 
■v’ ha ricerca che lo riguardi, che vi sia tralasciata , 
e che non sia generalmente e con estensione tratta- 
ta. In tal libro di fatto si espone la natura delle e- 
quazioni, e trattansi i metodi di ogni genere già pri- 
ma esistenti , o di suo conio per risolverle ; i ten- 
tativi per Scoprirne se mai fosse possibile de’ nuo- 
vi j i diversi metodi di approssimazione, e le varie 
ricerche, che dal maneggio generale delle equazioni 
dipendono, o le considerazioni su taluni generi di e- 
quazioni , che potevansi sottoporre a metodi parti- 
colari di risolvimento. 

Il Waring celebre Analista inglese aggiunse ancor 
egli le sue meditazioni intorno le equazioni numeri- 
che in generale 47 $ ma nè egli , il cui metodo è ana- 
logo a quello proposto dall’ Eulero nelle memorie 
di Pietroburgo per 1’ anno 1 764 , nè altri, che han- 
no battuto la stessa strada , vi sono meglio riusciti 
di coloro che gli avevano preceduti. 

4 * Nelle note io fine del pre»ente trattato verrà, ove convenga, indi- 
cato quel tanto che posteriormente vi si è aggiunto. 

4f Veggansi le sue Mtdùalionu ulgtlmicat , e le Tramationi jìU- 
loficlu per r anno 1779. 
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La dottrina delie eliminazioni , non ostante le fa- 
tiche di tanti illustri uomini , compreso il New- 
ton , l’Eulero , e ’l Lagrange , restava ancora im- 
perfettissima , e per la maggior parte de’ casi im- 
praticabile . Il metodo di eliminazione successiva , 
per le equazioni di grado superiore , supponendole 
non più che tre , riusciva sì imperfetto , che il solo 
scambiar F ordine del maneggiamento di esse, com- 
binando or la prima con la seconda , e poi con la 
terza, per ottener così due equazioni con un’ inco- 
gnita di meno, o pure la prima con la seconda , e 
questa con la terza, o anche la prima con la terza, 
e questa con la seconda , bastava a dare equazioni 
eliminate di grado diverso : ciò eh’ è sufficiente a 
dimostrare quanta fosse l’inesattezza di un tal roeto- 
do.Aggiungasijche l’eliminata saltava con una rapi- 
dità indicibile a gradi spaventevoli, e superiori di as- 
sai a quello che avrebbe dovuto avere per la natura 
delle equazioni proposte , se il metodo di elimina- 
zione fosse stato proprio, e nou inducente iu fatto- 
ri alteranti 1’ eliminata : di tal che con quattro e- 
quazioni di secondo grado a quattro incognite si 
saltava ad un’eliminata del a 56° grado , mentre es- 
sa dovrebbe essere del 1 6 ° j e se le quattro equa- 
zioni fossero state del terzo grado , l’ eliminala sa- 
rebbe montata al grado 656i°, mentre dovrebbe es- 
sere dell’ 8i°. Siffatti gravissimi inconvenienti spin- 
sero il distinto analista francese Bezout, ad occupar- 
si seriamente de’ metodi di eliminazione, a conosce- 
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re i difelti di essi, ed a ricercare i mezzi di ovviar- 
vi . Egli riuscì a stabilire direttamente il grado del- 
1’ eliminata , quando potesse ottenersi libera da fat- 
tori inutili , mostrando poter questi solamente e- 
vitarsi quando le equazioni proposte si fossero con- 
siderate tutte ad un tratto, nel modo eh’ egli asse- 
gna, che non è qui luogo di esporre: e tutte que- 
ste ricerche vennero da lui ordinate nell’ elabora- 
tissima opera : Thèorie generale des équations al~ 
gèbriques , che pubblicò in Parigi nel 1779 in un 
voi. in 4’» la quale tuttavia conserva il rango di 
classica in questo difficile ed importante argomeuto. 

Occasioni: i>cl presente mio lavoro. 

Dopo la breve esposizione dell’origine, e de’ pro- 
gressi dell’ Algebra , per quanto poteva riguarda- 
re la parte di essa che trattasi nel presente volume , 
non voglio tralasciare di discolparmi col pubblico 
per avergli ancor io dato un libro elementare in que- 
sto genere. Dirò dunque primieramente che essen- 
do passato nel 1806, in quell' ibrida organizza- 
zione eh’ ebbe luogo nella nostra Università degli 
studi , dalla cattedra di Sintesi , che vi aveva so- 
stenuta per ben tre anni, a quella di Analisi ele- 
mentare, dovei , secondo l’antico sistema di quel- 
lo stabilimento cospicuo, compiere il trattato MS. 
ad uso delle mie lezioni ‘ 3 . Fu questa la prima im- 
periosa ragione a porvi mano , in tempo per altro 

kl Nella nostra Università antica l'ora di leziouo era divisa in mez- 
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che non v’ era quella folla d’ istituzioni che ora si 
hanno , compilate senza un piano prima stabilito , 
*enz’ ordine, e senza scelta , se pure non sieno pie- 
ne di positivi errori . 11 solo libro ottimo in questo 
genere che possedesse l'Italia, e del quale preceden- 
temente mi era talvolta servito nello studio priva- 
to, quando non poteva adoperarvi i MSS. del Fer- 
gola , essendo il corso analitico del prof. Paoli di 
Pisa , che nè pur ora va dimenticato , come con 
dolore osservo avvenire nel suo stesso paese. Creb- 
be l’incentivo a compiere il mio lavoro allorché po- 
co tempo dopo mi venne ingiunto dal governo di 
ordinare un Corso d’istituzioni matematiche ad uso 
de' collegi e licei del regno , come e stato già det- 
to nel discorso preliminare al Corso geometrico , 
e che il Fergola volendo incoraggiarmi , sebbene 
avesse egli da gran tempo i suoi Elementi di Al- 
gebra , che nel 1800 aveva pur l'ultima volta rive- 
duti, restio com’era a pubblicare i suoi esatti e di- 
ligenti lavori, che tanto utile hanno recato alla gio- 
ventù napoletana, ed a’progressi delle Matematiche, 
propose che si adottassero i miei, contentandosi, che 
poi venissero continuati dal suo elaboratissimo trat- 

1' ora per dettarsi a' giovani il trattato , e mezz ora perla spiega , ol- 
- tre quel tempo che impiegavasi dopo le lezioni per le difficoltà che da- 
gli studenti proponevansi a professori fuori la cattedra . E volerasi che 
il trattato fosso MS. , perchè il professore potesse tenerlo sempre al 
corrente de' nuovi progressi della scienza ; il qual sistema è ora , sco- 
nosciutosi il vero scopo della nostra Emversità.di essere una pura scuo- 
la di perfezionamento, andato in disuso , insieme a tanti buoni e digni- 
tosi che ve aerano . 
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tato di Analisi degl infiniti. Ma le mie altre occu- 
pazioni di allora , anche per la compilazione della 
parte geometrica di quel Corso, non avendomi per- 
messo di attendere ancora a questa , si rimase così 
la faccenda fino al 1 8 1 i , alla quale epoca essendosi 
fondata in Napoli la Scuola politecnica, e que’ pro- 
fessori avendo proposta pe’ loro allievi la traduzione 
di un corso elementare francese assai impare all’ isti- 
tuzione che dovevanvi ricevere <l9 , il generai Tugny, 
che teneva allora il ministero di Guerra e Marina, 
ricevuta con sorpresa siffatta proposta , dirigendosi 
a chiederne parere alla R.A. delle Scienze, più vol- 
te ripeteva nella sua lettera , desiderar egli che la 
scuola politecnica napoletana fosse istruita su di un 
Corso nazionale So . Sublime pensamento di uno 
straniero , da far vergognar coloro tra noi che ora 
non riconoscono altre istituzioni che da questi ; e 
mentre noi per lo passato , come il resto dell’ Ita- 
lia, non avevamo avuto bisogno di ricorrere a stra- 
nieri ajuti , ci vediamo adesso assoggettati ad un si- 
stema d’ istituir la gioventù a partito, che non sa di 
nulla , e che tal volta l’ obbliga a prima apprende- 

'» Il Corso detto di Btllatme, ad oso delle scuole militari di linea 
per l'impero francese , stabilite in Saint-Cyr. 

10 Ecco le proprie sue parole su ta I proposito : »Tra i Cani materna- 
n tiei di autori nazionali ve ne sarebbe forse uno adottabile nella scuo- 
» la Politecoics-militare di Napoli ? Quello del sig.Fergola precisameo- 
» te può rendersi completo per quest' oggetto per tutto l’ anno 1812. 
» Nella prevenzione, che io amerei sempre, che gli alunni della scuota 
» Pobilecnica-mililare di Napoli facessero i loro studi su di un' opera 
a lenita da un nasianale , et fa possibile. . 
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re il francese , come nn tempo , e ragionevolmen- 
te doveva farsi della lingua latina , ormai troppo 
messa in non cale nelle scuole , principalmente da’ 
giovani matematici ; da che avviene ancora che al 
presente , non potendosi leggere tutte quelle opere 
classiche di distinti uomini del passato secolo , si 
prendono spesso per nuove talune ricerche già trat- 
tate, di che vedrassene più di un esempio nelle no- 
te in fine del presente trattato 5| . 

Piè quell’ ottimo statuale si limitò solo a queste 
sue lodevolissime intenzioni; ma alcun tempo dopo 
abbandonando Napoli , per ritirarsi a menar vita 
tranquilla in sua casa , staccava dal ristretto pecu- 
lio, che una vita severa ed irreprensibile gli aveva- 
no procacciato , due. 800, ed al Fergola legavagli, 
perchè potesse cominciar la stampa del Corso di A- 
nalisi , pensando che di ciò fare 1’ impedisse la so- 
la mancanza de’ mezzi pecuniari ; scrivendogli la 
lettera , che per conservar la degna memoria di un 
sì generoso procedimento recherò in fine di questo 
discorso preliminare , insieme alle altre cose che 
vi ebber luogo seguentemente . E da ciò può ve- 
dersi , che fino all’ epoca del 181 4 presso noi desi- 
deravasi un buon Corso di Analisi algebrica , e 
quanto decentemente si pensasse al mezzo di prov- 

** È questa ancor la ragione del disprezzo che tanno taluni nostri 
insipientucci delle opere degli antichi, nelle quali non sono alati istitui- 
ti , nè poason leggere , mancando loro la conoscenza anche del linguag- 
gio latino io cui sono state tradotte , ed arricchite di buoni coutenti. 
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vederlo 51 . Ma 1 ’ ultima spinta che determinommi 
a por mano alla stampa fu la riforma della R.A. di 
Marina avvenuta nel 1817, alla quale ebbi molta 
parte , e che in poco tempo fruttificò grandemente 
in vantaggio della gioventù del nostro paese, che 
destinavasi alla carriera del mare; e deesi alla verti- 
gine politica del 1820, della quale ancor risentiamo 
i tristi effetti, attribuire il disastro di uno stabilimen- 
to che in poco tempo, e con tenue spesa aveva dati 
ottimi risultamenti , e ne prometteva maggiori. Si 
volle dunque allora che le istituzioni da porre nelle 
mani di que’ giovanetti fossero tutte a stampa ; e 
però mi vidi costretto a ciò eseguire pel trattato di 
Analisi algebrica. Nè però osai a dirittura pubbli- 
carlo, ma ne faceva distribuire i fogli ad essi , e ad 
altri di altre scuole italiane, ove ne fui richiesto SJ . 

” Poiché qui mi si presenta I' occasione non voglio tralasciare di 
(ar conoscere come il dotto generale Cam/>redon, quando si creò tra noi 
sotto la sua direzione un corpo di ponti e strade , che con pochi meni 
recò al paese piò vantaggi di quelli, che con grande dispendio se ne ot- 
tennero in appresso , c non produsse in brevissimo tempo ingenti fortu- 
ne , e ad esso aggiunse una ben limitata scuola , come alla specialità di 
simil corpo facoltativo si conviene, senza che conoscessemi, e senza al- 
cuna prevenzione , ordinò che le istiluzioni di Geometria Descrittiva 
fossero quelle da me composte fin dal 1801 , per le scuole del Ge- 
nio e dell' Artiglieria , e che furon poi pubblicate nel 1807 , per ordine 
del Governo ; che pure erano a IT» Ito calcate su quelle del Monge , coi» 
avervi solamente rese più geometriche alcune dottrine , e semplifica- 
ta alcuna costruzione . 

S1 Con questa occasione aggiunsi ancora al Cono geometrico la Tri- 
goaomr (ria sferica , e feci pur pubblicare da' distinti professori Greco , 
Marano , e La ni p redi un Corto di letteratura adattalo e questo luogo 
d istruzione speciale, del quale ne fu io brevissimo tempo esaurita f e- 
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La fretta con la quale fu fatta questa stampa , 
in mezzo alle mie moltiplici occupazioni di allo- 
ra , vi fece correre non pochi errori , anche per e- 
spressioni algebriche ; il quale sconcio quando una 
volta avvenga in libri di simil fatta , riesce ancor 
difficile correggerlo del tutto nelle ristampe , prin- 
cipalmente quando fautore non possa direttamen- 
te occuparsene : e però nelle seguenti tre edizioni 
non essendo interamente svanito, mi sono questa 
volta adoperato a tutto potere di emendarlo ; al che 
se non sarò pur adesso riuscito interamente, ne di- 
mando perdono per la mia età, e pe’ miei occhi de- 
fatigati non solo, ma per quelli ancora de’ miei ve- 
terani stampatori. II nostro pubblico , che conosce 
come io lavoro assiduamente , e più che la mia età 
noi comporta , spero che in vista delle buone in- 
tenzioni verso di esso , e dell’ impegno che in una 
lunga carriera ho sempre dimostrato , di stabilire 
sempre più l’istituzione matematica presso noi, sen- 
za mai deviarne , per incentivi di miglioramento di 
vita che mi si fossero presentati, voglia condonarmi 
le imperfezioni delle quali potranno forse risentire 
que’ lavori in non piccol numero della scuola napo- 
letana, che ora sto con dispendio impare alle mie for- 
ze pubblicando a suo vantaggio , e per decoro del 
nostro paese , per imperizia oltraggiato villanamen- 
te da’ suoi nazionali : Vide temporum iniquilaicm ! 

fìi/ione , e bisognò farne una seconda . che fu pure estinta prima della 
joviersione di quello stabilimento . 

f 
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Messomi dunque la prima volta ad ordinare gli 
Clementi di Analisi algebrica , ecco il piano che 
mi proposi. 

Sebbene tutte le parti di un corso matematico 
mirino all’ invenzione , questa però vi riguarda con 
ispecialilà grandissima , da che ad essa si è data da 
più di un illustre matematico il nome di^na/<.s/.Un 
metodo dunque di deduzione o sia per isviluppo 
deve essere più proprio a tramandarne le dottrine, 
le quali avendo tra loro uno strettissimo nesso ri- 
mangono però per tal modo ancora rischiarale. A- 
dunque si vede, che il metodo analitico sia più pro- 
prio ad un trattato di Analisi algebrica , che un 
pretto metodo sintetico, come ne usarono gli anali- 
sti principalmente italiani del XVII 0 secolo, nel che 
1’ Eulero imitolli in tutte le sue ir.olliplici opere, e 
fu dal Fergola scrupolosamente seguito. Aggiungasi 
che, precisamente per quel nesso che si è detto, u- 
sando un tal metodo si è spesso nell’obhligo di trar- 
re da una proposizione principale molti corollari, la 
qual cosa per altro nel metodo geometrico è un di- 
letto; e nel renderne enunciative le proposizioni che 
vi si contengono spesso allungasi di molto . D’ al- 
tronde ve n’ ha talune , che per ben ricordarle , e 
ridursele familiari bisogna renderle enunciative , e 
però esporle in forma di proposizioni o dimostrati- 
ve, odi ricerca. Mirando dunque a questo doppio 
scopo mi parve, che il miglior metodo a tenere per 
un corso di Analisi si fosse il misto , cioè trattan- 
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dovi le materie con metodo analitico, e per svilup- 
po; ma nel tempo stesso esponendo in forma di teo- 
remi certe verità principali, e fondamenta e princi- 
pi di una teorica, che deve poi svilupparsene : ed in 
questo sentimento mi ha sempre più confermato la 
faciltà con la quale ho veduto svolgersi le dottri- 
ne che doveva trattarvi ,ela chiarezza che n’è risul- 
tata nell’ insegnamento. Ed in verità se ben si con- 
sideri la cosa si troverà , che cosi abbiano pensato e 
pensino tutt’ i principali analisti ; poiché altrimenti 
essi non avrebbero potuto indicare taluni principia 
fondamentali di Analisi algebrica , denominandoli 
teoremi , e dicendo p.e. il teorema di Cartesio , di 
Newton r dir? Alembert ; il teorema di Taylor , il 
teorema di Maclaurin , di Cotes,ec.. Essi dunque 
ci hanno voluto così indicare , che tali verità do- 
vevano essere esposte in forma enunciativa. E que- 
sto stesso sistema vi terrò nel voi. 11. ove deU’Analisi- 
delle quantità indeterminate, e delle variabili biso- 
gnerà trattare» Come poi il terzo e quarto volume , 
che riguarda V Analisi degl infiniti, si appartiene al 
Eergola, se non che dovrà esser completato ed in al- 
cuna parte perfezionato, al che spero vogliano coo- 
perarsi alcuni miei antichi allievi , ed ora distinti 
professori , così vedrò , quando saremo a tal caso , 
qual temperamento più convenga. 

Da ciò che ho detto rilevasi , che io non doveva 
cambiare di piano nelle ristampe, e che il libro do- 
veva per 1! ordinamento rimanere sempre lo stesso; 
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non così per le dottrine ; poiché 1’ Analisi algebrica 
non è come la Geometria elementare , che ha stret- 
ti e certi limiti segnali negli Elementi di essa : ma 
come ha bisogno di estendere, e perfezionare le sue 
dottrine, dee però una istituzione di essa corrispon- 
dere allo stato di aumento cui la scienza è giunta . 
E questo, mercè i mezzi valevolissimi preparati da- 
gli analisti del passato secolo , ed i molti che ora la 
coltivano, si vede di giorno in giorno cambiare, ten- 
dendosi sempre a quel perfezionamento tanto desi- 
derato di essa , e tanto necessario all'aumentu del- 
le Matematiche in generale , e delle facoltà che ne 
dipendono } poiché a misura che si rettificheran- 
no, ed estenderanno i metodi algebrici, la Geometria 
si arricchirà di verità nuove , e di nuove costru- 
zioni^ la Meccanica in generale si perfezionerà non 
solo , ma si spianerà oltremodo la via a percorrer- 
la . L’ analisi algebrica è un’istrumento che il mate- 
matico adopra nelle sue ricerche , e non basta che 
sappia adoperarlo, ma bisogna che questo al miglior 
tempo non gli cada in difetto 5 da che spesso avvie- 
ne che un’ analista debba abbandonar una ricerca 
ben avviata, e condotta fin quasi al termine, ed alla 
quale avendo impiegala molta fatica , nulla gliene 
rimane ; sebbene in altre circostanze sia questo il 
mezzo da perfezionar la parie istrumentale dettan- 
done al bisogno i miglioramenti. 

Le ricerche trattate con metodo analitico ho poi 
cercato scinderle iu brevi paragrafi, sì perchè si ri" 
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levasse meglio da’giovani apprendenti ciò che in eia' 
scun di loro si vuol mostrare, e sì ancora perchè a- 
vendone bisogno in citarli, non si fosse obbligati ad 
andar rintracciando la citazione tra più cose, che in 
un lungo ragionamento si comprendevano . E pel- 
lai ragione vedesi ancora recato in fine del presente 
discorso un’ indice minuto delle materie contenute 
nel presente trattato, per mezzo del quale sarà fa- 
cile a’ giovani rinvenirle all’ occorrenza. 

Che non si aspetti però alcuno di vedere in que- 
ste istituzioni compilati metodi a melodi, e ricerche 
a ricerche, senza discernimento , e senza critica. Io 
scrivo libro elementare , e questi debbono sempre 
aver limiti definiti, nesso necessario , e sceltezza di 
dottrine ; ed essi avranno raggiunta la loro maggior 
perfezione possibile, quando pongano l’apprendente 
nel caso di percorrere senza difficoltà le opere clas- 
siche della scienza nello stalo cui è pervenuta, e ri- 
scontrare 1’ immenso numero di. memorie matema- 
tiche , che trovansi registrate ne’ volumi delle prin- 
cipali Accademie di Europa , o in altre dotte col- 
lezioni 5 *. Ho voluto ciò notare , perchè mi avveg- 
go pur troppo che in questo attualmente si pecca 
gravemente , e che taluni poco accorti autori d’ i- 


’ 4 Tra queste meritano un luogo distinto gli Annoiti dee Mathimati- 
?ur» , che pubblicaransi dal Gergon ne , e 1 Giornali di Matematiche 
che pubblicasi dal valente geometra di Boriino sig. Creile , nel quale 
veggonsi raccolti importanti lavori de’ matematici principalmente tede- 
schi , c sol dispiace che la più parte siano scritti iu tal lingua. 
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stituzioni analitiche, e poco sperimentati debbo cre- 
dere nell’ insegnamento, hanno creduto di produr- 
re un miglior libro ammassandovi maniere diverse 
tenute per una stessa ricerca, e talvolta prendendo 
ancora, e dando per diverse quelleche non erano che 
la stessa cambiata di veste , senza discernerlo. Ed 
essi nel primo caso hanno non solo gravata la gio- 
ventù , ma l’ hanno gettata nella confusione , igno- 
rando questa il mezzo al quale convenga dare la pre- 
ferenza \ e nel secondo le hanno anche prodotto u- 
no spirito falso , o al manco reso sì leggiero il di- 
scernimento , da prendere per essenzialmente di- 
versa una semplice trasformazione . E per questa 
ragione ho ancora tralasciato il prolungamento di 
talune ricerche , riportandone quel tanto , che per 
questo primo grado a percorrere il vasto campo del- 
1’ Analisi moderna era necessario ; e questa volta 
ho ancor suppressa taluna cosa che nelle preceden- 
ti edizioni aveva recata, sembrandomi che per essa, 
senza necessità, si potesse indurre i giovani in equi- 
voco, nè essere ancora il tempo proprio da presen- 
targliela con quella discussione che vi occorreva. Che 
coloro i quali vorranno dunque giudicare di que- 
sto mio lavoro, il facciano avendo presente ciò che 
qui ho detto, e che prima d’imputarmi alcuna man- 
canza veggano se ciò non sia una superfluità, e se al- 
1’ ordinamento da me stabilito si convenga ia quel 
luogo : e si abbia presente , che con questa prima 
parte dell’ Analisi algebrica io non ho considerate 
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le grandezze, che nel loro stato più semplice e parti* 
colare , per elevarmi a mano a mano nel voi. II. a 
considerazioni più generali intorno la natura di esse. 

Mirando poi d’ altra parte allo scopo principale 
dell’Analisi algebrica, ch’èia risoluzione de’proble- 
mi, ho cercato, in luoghi opportuni, e con esempi 
a proposito, rischiarare la loro natura , per quanto 
la trattazione presente permetteva , serbandone il 
complemento al trattato dell’ invenzione geometri- 
ca ; ed altri principi! ancora spargendone, come ca- 
deva in acconcio, nelle note a’volumi deìCorso geo- 
metrico , e specialmente in quelle della Trigono- 
metria. E qui accennerò solamente de’ cap.vn ed 
xi del lib.II, nel primo de’quali ho abbozzato l’im- 
portante argomento della determinazione ne’ pro- 
blemi, per quanto poteva concernere quelli propo- 
sti su i numeri , e mi ho così aperta la strada a di- 
chiarare taluni paradossi , da cui l’Algebra non va 
esente, principalmente allorché entra nelle astrattis- 
sime considerazioni deU7q/?m/o, che ho cercato al- 
lontanare al più possibile da questa prima parte del- 
1’ Analisi algebrica , ove mi era proposto trattare la 
quantità nel solo stato di determinata , o determi- 
nabile .E per tal ragione vi ho ancor suppresso que- 
sta volta il capitoletto della divisione alt infinito. 
Nell’ altro poi sono entrato a dichiarare la natura 
de’ problemi , e quella delle loro radici , del quale 
argomento con dispiacere ravvisava un difetto in 
tuli’ i libri di analisi algebrica , e che ho cercato 
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ancora prolungar nelle note, in una delle quali, ho 
colta l’occasione di distruggere le strane idee , ed i 
principi! erronei di taluni nostri professori su di un 
diffidi problema da me riproposto , per promuo- 
ver tra noi lo spirito geometrico. 

L’Algebra, come ben rifletteva l’acutissimo Wol- 
fio, fin da’ tempi suoi , eh’ essa non aveva preso lo 
slancio di ora, e l' indipendenza assoluta dalla Geo- 
metria , della quale però ancora sente il bisogno in 
molte sue ricerche, e le più importanti nell’ Analisi 
sublime 55 , non manca di dar luogo taluna volta a 
paradossi , che eccedendo i limiti della più grande 
astrazione, passano nel campo dell’incomprensibile. 
Ma questo difetto gli viene ora accresciuto dalla fa- 
ciltà con la quale si discorre, da giovani analisti po- 
co esperti, di ogni risultamento che lor sembra nuo- 
vo, senza considerarlo , e talvolta calibrarlo con la 
Geometria, come fecero sempre i primi analisti ita- 
liani, e poi ne calcaron le orme tutt’i più grandi del 
secolo XVIF e XVI 11° 5 ed ancor nel nostro taluno 
de’ più benemeriti della scienza algebrica . 

Ma ritornando al mio proposito di dichiarare ciò 

5$ Non sono mancati tra’ più recenti matematici che hanno compo- 
sti Elementi di Analisi algebrica alcuni , che abbiano raccomandato 
altamente I 1 uso della Geometria in comprovare taluno teoriche dell’ Al- 
gebra. Tra questi il Lhuilier chiude i suoi Ettmtns d' Algebre con un ap- 
pendice , nella quale reca alcuni ritchiaramenti geometrici , dolendosi 
che : » les mathématiciens modernes , depuis Descartes jusqu a no» 
» jours , se sont occupés avec som dea application? de l’ Algébre a la 
» Géométrie, et leur travanx è cet égard ont beaucoup contribué à la- 
a» vancement des Sciences mathématiqnes soit abstraites , soit appli- 
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che ho inteso dover fare in questi elementi di Ana- 
lisi algebrica, dirò che in essi, senza tralasciare al- 
cuna delle dottrine importanti, ho più cercato di 
stabilir bene queste, che di accrescerne il numero 
con altre, che potevansi omettere, rimettendole ad 
un compimento d’ istruzione. Io non pretendo che 
questa parte del Corso possa mai prendere un ran- 
go, ed un andamento pari agli Elementi di Geome- 
tria Euclidea, ma pure è questo il modello di per- 
fezione al quale ogni ramo d’ istituzione matemati- 
ca dee livellarsi ; e siccome in quelli nulla v’ è di 
superfluo al nesso delle proposizioni, e nulla omes- 
so per progredire nella Geometria, e nelle Matema- 
tiche in generale, così pure ho cercato che avvenis- 
se degli Elementi di Analisi algebrica, per quanto la 
natura delle materie che trattava il comportavano. 

Per tal ragione aveva tralasciato le altre volle 
di trattare elementarmente nel presente volume le 
teoriche delle progressioni aritmetiche e geometri- 
che , e de logaritmi } de’ quali argomenti doveva più 
estesamente occuparmi nel volume II. Ma riguar- 
dando questa volta al bisogno che ne avevan co- 
loro che ad una prima e più elementare istituzione 
in Matematiche si arrestano, senza progredir oltre , 
nè volendo obbligarli a cercar tali cose in un altro 
volume , le ho recate in questo , terminando con 
esse la Parte I. E però nel cap. xiv. del lib.ll. ho 

»> quéej . Mail il le toni bien moim occupi! de f application de la Gèo- 
> o itine à f Àlgebre . 
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trattato delle progressioni aritmetiche , nel seguen- 
te ho applicate le dottrine in quello esposte a’ nu- 
meri figurati in generale , dando a tal materia uno 
sviluppo assai semplice e chiaro , e con una brevi- 
tà grandissima . Di più nel cap. xvi. ho esposto la 
dottrina delle progressioni geometriche , e nel xvn. 
quella de’ logaritmi volgari. Finalmente ho recato 
nel cap.xvm. un’ esercizio di problemi per applica- 
zione delle teoriche stabilite in questi quattro capi- 
toli , cercando per tal modo di sostenere e promuo- 
vere sempre più ne’ giovani lo spirito d’invenzione. 

Per la stessa ragione di sopra addotta ho questa 
volta trattato nel cap.xn il maneggio delle equazio- 
ni biquadratiche , ossia di quarto grado derivative 
dal secondo , staccando questa tal parte delle e» 
quazioni derivative dall’ argomento generale per es- 
se, che dovrà venir esposto, come le altre volte, nel 
lib. HI. E similmente ho fatto per l’estrazion di ra- 
dice da’ binomi , limitandone qui la trattazione a 
quelli quadratici, de quali solosi aveva bisogno 
dopo il maneggio delle suddette equazioni, e di quel- 
le del 2° grado. 

Debbo in oltre protestarmi di essere stato anco- 
ra assai restìo ad introdurre nuovi termini , o segni 
senza un’ assoluta necessità ", poiché con quest’uso 
smoderalo di linguaggio e simbolizzazione, che ora 
chiunque si permette, la scienza si va a mano a ma- 
io gettando in tale confusione, che perdendo la pre- 
rogativa che ha finora avuta di uu linguaggio uni- 
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versale , diverrà intelligibile solo a coloro che ab- 
biano studiato uno o un altro libro. Le nuove vo- 
ci , ed i nuovi segni si debbono adottar sol quando 
1’ universalità degli analisti li abbia ricevuti, e che 
veggansi nelle opere classiche della scienza adope- 
rati. Nulla poi dico di più dannevole , che il cam- 
biamento delle antiche voci usate nella scienza iu 
altre , per solo spirito di novità, e senza alcuna ra-? 
gione o vantaggio. Ed aggiugnerò ancora , che nel- 
lo stato attuale della scienza sarebbe un male di ri- 
nunziare a talune voci adottate in essa , e seguite 
costantemente y quantunque considerandole si tro- 
vassero improprie alla cosa che esprimono, come in 
alcun luogo del trattato ho fatto avvertire. Non di- 
co che talune di esse sono credute improprie, per- 
chè non ben se ne intende la natura , e però sono 
state da taluni male a proposito cambiate. 

Mi è molto rincrescevole di aver dovuto discen- 
dere a notar tutte queste minuzie ; ma esse in al- 
tri tempi inutili , le ho giudicate necessarie nello 
stato attuale in cui disgraziatamente veggo ridotto 
1* insegnamento delle Matematiche, principalmente 
nel mio paese, cui con ispecialità destino questi miei 
ultimi lavori. 
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I.ETTEKA DF.t CENF.nALE TlJCNY AL FeKGOI.A 
della quale è detto nella pag. xxxix. 


Signor D. Nicola Fcrgola — La stima che ho concepita de’ vostri ta- 
lenti, ed il desiderio che ho sempre avuto di vedere la nazione napoletana 
in possesso del fruito de' vostri studi matematici , specialmente nel 
Calcolo sublime , mi porla a pregarci di accettare una somma di otto- 
cento ducati , permettervi al caso di dare alle stampe il vostro corso di 
Analisi che tenete pronto , e che sembra non esser rimasto inedito per 
altra ragione che quella della mancanza di mezzi pecuniari , per quan- 
to mi dissero i vostri ottimi scolari Flauti e Giannultasio.La somma ne- 
cessaria è di gran lunga superiore a quella , che mi fo lecito di mettere 
a vostra disposizione ; ed io avrei desiderato che i miei mezzi mi avessero 
permesso di compiere quella necessaria . Vi sarò tenutissimo di non di- 
menticarmi nella ripartizione degli esemplari , de' quali vi prego farme- 
ne pervenire almeno uno. Il sig. Cosiron , che ha la compiacenza il in- 
caricarsi della mia lettera e della somma , leverà tulle le difficoltà che 
potrete incontrare nella presente occasione , colla quale adempisco nel- 
l' iste sso tempo ad usta dolce inclinazione da me sempre nutrita perle 
scienze che coltivate con tanto successo e tanta modestia, ed al desiderio 
di non privare più a lungo locazione napoletana del frutto de'vostri stu- 
di matematici , e comprovare alla seconda patria lutto il mio attacca- 
mento , e I interesse che prendo e sempre prenderò alla sua gloria — Gra- 
dite. , signore , gli attestali della mia vera stima — 11 barone Tlgny — 
Napoli li 8 giugno 1814. 

Contemporaneamente a questa lettera il generai Tugoy ne dirigeva 
al sig. Cosiron la seguente altra . 

Je prie Al, Cosiron de se charger de rtmellre « D. Nicola pergola la 
tomme de huit-cent ducale pour moti compie parliculier , ufxn de le met- 
ter à tarine de (aire imprimer Sun Cours d Analyse, ou ou moine s on Cal- 
cul ilitTerentiel et integrai , qu il devait imprimer depuis long-lemps 
d aprii ce que m'rml dilses écotiers A1M. Flauti , et Giannattasio , qui 
à me s friquentes prièrcs n ce sujet m'ont toujours ripondu , que cela te- 
nait au defait des moyens pccuniaires : la somme de huit-cent ducati est 
insufflante , et j’ aurois desiri la porter à mille au moine , mais f ai da 
me hmiler à celle qui se compose de Irois-cents ducali compiante, et ZOO 
ducale aussi compiane , mais à recevoir du generai Macdonald . J en 
previene Al. pergola, qui ne dtvrà toirduns celle disposition qu unc suite 
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de mott atlachment pour le Itati Rodatimi de Naplet , et pour lei scien- 
cet qu il culline aree vne mod citte , et un< distinction rartt . 

Naples le 8 juin 1814 — Tcghy . 

Alla gentile e generosa esibizione dal generai Tugny il Fergola ri- 
spose con la seguente lettera . 

Voneratissimo sig. Barone — Con alta venerazione ricevo i carat- 
teri di V. E. ov‘ Ella mi dinota di avermi dettinoti due. 800 , ond io 
potasi dar in luce i miei icritti sull Analisi sublime , per bene della 
mia nazione. Colata munificenza diretta a ti nobil fine i il più glo- 
rioso monumento di V. E. , ed i pure I indelebile impronta di mia 
gratitudine verso il magnanimo luo cuore. Vorrei prestarmi immanti- 
nente ad un tal lavoro , se i miei fisici malori non mel vietassero . Chi 
mai non sa quanto io soffro da più lustri pe miei spasmodici mali 7 
Ora per l' anomalia delle stagioni essi han crudelmente ripiegato nello 
stomaco ed in tul petto ; e temo (arte che tra pochi di io non et sog- 
giaccia , come a tanti altri , assai di me più sani , i aevenuto. E ri- 
manendo in vita dovrò curarmi per lungo tempo senza più fare. 

Signore, è mai giusto e ragionevole, che io col sentimento della pro- 
pria deficienza imprenda C esecuzione di un’opera, ove il più lieve 
impegno i il render facili le verità difficili e sublimi 7 In buona fede 
potrò prendermi quel danajo che mi ti offre a tal fine I Ed ancorché io 
stessi ben robusto e sano , potrò postergare quelle altre opere che ho 
anteriormente prometee al pubblico , ed ali Accademia Reale dello 
Scienze ? E perciò io nulla potrò risolvere di ciò che mi si i scritto , se 
la natura ed il tempo non decidano della mia fisica sufficienza. Intan- 
to col massimo rispetto e col più vivo e sincero sentimento di gratitu- 
dine , io mi dichiaro . 


Di V. E. 

Napoli li giugno 1814. 


Vmilist. servo vero 
Nicola Fergola 


Con ciò si vede eh' egli ricusò il donativo degli 800 ducati , che non 
però tornarono in mano del donatore , come nè tampoco gli pervenne 
mai una tal letifera ; poiché il generai Tugny partiva da Napoli nel mo- 
mento stesso che dirigeva la sua lettera al Fergola , di cui aveva fatta 
la personal conoscenza appena il giorno innanzi , essendolo andato a 
visitare fin sopra Capodimonto ove quello abitava , annunziandosi per 
im forestiero ; e non ne sarebbe stato forse conosciuto , se a caso non 
vi si fosse ritrovato il Giannaltasio. 
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Mancato di vita il Pergola nel di 31 giugno 1821, ed avendone io re- 
citato l' elogio in pubblica aasemblea della Società Reale Borbonica, nel 
di 26 settembre seguente , ne mandai un esemplare a stampa al ge- 
nerale suddetto , insieme ad un esemplare del trattato di Geometria 
di eito evi piano e nello epazio , che aveva ristampato nel 1822 , ed iu 
risposta u ebbi la seguente lettera : 

Bourguignon so ui moni bame prie Laon le 25 aoul 1825. 

f ai reca , monticar , aree 1’ éloge hiilorique de feu le eavant Pergo- 
la , taire court de Géométrie déscriptive . J auroit rotilo arant de vout 
en remtrtitr pouvoir lei parcourir et vout prouoer tout le eat que je 
fait de cet eneo i , en tout en donnant mon opinion ; mais au moment 
ou je commencait a m en occupar, un triste ecenement est venu m ar- 
rochir a met paitiblet occupationt , et j ai da a Iter rendre lei dentiere 
detoin a ma ritptclable mere , ce qui m' a tenu quelque temi loia de 
chex moi , et a mon relour f ai toulu ne pai tarder d atantage a voui 
offrir me* bien lineerei remercimem pour coire bo n et genereux sou- 
venir . Je deplori aree rous la perle de taire retpeclable maitre , et je 
delire que totu voyez le delire que f auroii de la reparer en rous 
priant de recevoir de M. de Cosiron , a qui f icrit a cet effet , lei huit- 
etnt ducali qui acoient ili par moi consacri a aider M. Fergola doni 
T entrepriie de f impreition de ton court de Calcut infinitnimal , et 
qu' il a reititué , ne te senlanl pai la force de faire ce bel ouvrage . 

Si rous I' agriez , rous aurea en mi (me temi la force et la vigueur ne- 
cessaire pour compleler le court napolilain de tciencet malhitnaliquet , 
chote li delirali e et a la quelle f eloit per , comme je le suis lucore de 
pouvoir contribuir : c‘ eit une obligation penonnelle que je coni aorai , 
et je tenti (latti d en recevoir un exemplaire en son tempi . fai dejà 
toutu le autrei partili recali a Naplet . Je doii vout remercier , mon- 
ticar , de tout ce que vout voulez bien me dire d honnete , et je vout 
prie de croire qui je tieni encore a f illime de voi concilogent si a la 
coire , comme j' y ai toujoun tenu ; et il m eil do ux de pensee quo je 
n en ai jamaii demeriti. Dee eirconstancei difficile!, su rtout pour moi et 
m et connoiuancet a raison dei met diventi fonclioni, m ' ontjuiqua prò- 
uni impoii le devoir , pour ma tranquillili et celle de toulu lu perton- 
nei que f ai conn u dam volre belle patrie de ne corretpondre aree au- 
eune ; et je unii bien aiie d itre alture , qui ics retai ione qui ne peti- 
reni inUrisserlc Gouternemenl , ne toienl non piu i dam le ras de nutre 
aux personnet qui erti bien vculu nt pat m' oublier 
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Teuillez e retri , monit'rur , aux nnlimmi diitinguci di coni idem fior» 
il celai qui a f konntur £ dire . 

lUontieur , voire (rei humble et triz obtit- 
io nt teniteur — Tughy. 


A Monti tur 

Montitur Vincent Flauti .profanar di mathcmatiquci , tcertlairt 
adjoinl di la ciani de mathématiquei de f Acadcmie Rogale , etc. 

Ma del graz osissimo dono di quel distinto soggetto, della cui amicizia 
ni tenevi grandemente onorato stando in Napoli , perla sua perfetlij- 
sima morale , e giustizia , non ricevei, che solamente i due. 300 , i 
quali erano nelle mani del de Cosiron , mentre per gli altri 500 mi di- 
chiarai ben soddisfatto della gentilissima risposta che mi diede sul pro- 
pnsito da Trieste , in data del 20 giugno 1826 , quel mio rispettabile 
aoncittadino , che n' era depositario , e che fi ritrovavaii . 


•UH* 
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DE CAPITOLI , E DELLE MATERIE DELLA PARTE I. 


Preliminare all’ analisi algerrica. _ pag. v ly| 

In esso esponesi brevemente la storia dell Algebra , e 
l' occasione , e l' orditura del presente lavoro intorno a questa 
scienza . , e 

INTRODUZIONE ALL' ANALISI ALGEBRICA. 1—8 

Necessità di una maniera generica da indicar si le quantità 
continue che le discrtle. 

Maniera di risolvere un problema con un ragionamento a- 
«tratto , detto Andini. 

Nuova ragione per un indicazione universale de numeri. 

Modo di ciò fare che prescntavasi a' moderni ; o come po- 
tevasi una tale indicazione rilevare dagliElementi di Euclide. 

Dimostrazione di Euclide , che : Due numeri scambievol- 
mente moltiplicandosi danno prodotti uguali. 

Indicazione universale de’ numeri per mezzo delle lettere 

dell’ alfabeto. . . 

Segui per brevemenlo dinotare le prime quattro operazioni 
sulle quantità simboliche , e 1' uguaglianza o disuguaglian- 
za di due quantità. .... 

Il problema riportato nel §.7 risolutolo torma simbolica, 

Differenza, tra i risultamene che otlengonsi dal risolvere un 
problema aritmeticamente , o con l' Analisi algebrica, 

LIBRO I. — Dell algorisho algebrico. 

r.p I Della diversa forma in cui si presentano i mono- 
mi algebrici nel calcolo . 9-i* 
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16- 18 
19 


20 


Che cosa sia coefficiente : consideraziop: sulle quantità 
m.ai n.x , ed m*x — n.x. _ , 

Quale idea debba formarsi dello quantità cosi dette positi- 
ve, c quale delle altre chiamate negative : e perchè queste di- 
cansi minori del cero. 

Nota _ 

Cosa sia esponente, ed esponenziale ; e potenza , o radice ài 
una quantità.. . 

Che a m = aP X “’ 7 X . ove sia m = p + g + r , e 


21— 23, 


24— 23. 
20- 2T . 


che a“ = V a m . 

Nota . 

A chi sono ugnali o°, a~ m , ove i» sia un intero . o pure 
un fratto. 


28- 31 
32- 33. 


Cap. 11. — Conseguenze che traggami dalle considerazioni^ 
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iti capitolo precidente . 16—19 

Che la potenza , o la radice di un prodotto , sia quanto il 
prodotto delle potenze , o delle radici del grado stesso de' fat- 
tori di esso. 

In quali casi , e come possa ridursi un radicale a più sem- 
plice espressione . 

In qual modo una quantità qualunque si elevi ad una data 
potenza , o da essa estraggasi una data radice . 

Come riducansi allo stesso indice i radicali d' indice di- 
verso. 

Cap. Ili — Del regno corrispondente alle guantilà algebri- 
che dopo le operazioni aritmetiche che si fanno su di esse, cioè 
somma , sottrazione , ec. 20 — 23 

Begole pe segni nelle sopriodicate operazioni . 

Nota 

Origine e natura delle quantità immaginarie. 

Cap. IV. — Della dizersità che passa tra la natura dalle 
operazioni algebriche , « le analoghe della volgare Aritme- 
tica. 24-27 

Scopo di questo capitolo. 

Definizione del monomio, del polinomio e sue diverse specie. 

Quando duo o più termini analitici sicno simili , e come si 
esegua la contrazione . o riduzione tra essi . 

Altra essenzial differenza tra le operazioni aritmetiche , 
e le analoghe dell' Algebra. 

Cap. V. — Del calcolo algebrico. SS — 38 

Le regole che qui si danno appartengono in generale alle 
quantità razionali , o irrazionali , intere , o fratte. 

Della somma e sottrazione. 

Della moltiplicazione. 

Nota al §. 76. 

Della divisione. 

Che la quantità D . che divide esattamente il prodotto P 
da' fattori M , A debba divider ancora esattamente 1' un di 
questi . 

Cap. VI. — Conseguenze che Iraggonsi dal precedente ca- 
pitolo per la riduzione de' fratti . 39 — 48 

Come si abbia la somma, o la differenza de' fratti di comu- 
ne denominatore, 

Riduzione de' fratti di diverso denominatore allo stesso de- 
nominatore , e dj un intero a fratto di dato denominatore. 

Definizione del massimo cornuti divisore , e come rinvenga- 
si tra' monomi . 

i’renozioni necessarie alla ricerca del massimo contundi-* 


34 

35 

36— 37 
38- 40 
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41— 47 
48 

50 

51— 52 
53- 55 
56- 58 

59 

liO— 63 
64— 77 

78- 86 

87 

88 

89— 92 
93— 94 
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Visore tra i polinomi . 

Principi! su cui è fondata la ricerca dèi massimo comun di 
Visore tra i polinomi, e regola per rinvenirlo ; ed avverte!» 
se per essa . 

Nota al §. 98. 

Esempi per tal ricerca , ed osservazioni su di essi. 

Cap. VII. — Delle frazioni continue. 49 — 64 

Nota 

Origine , definizione , o forma delle frazioni continue. 

Quando avvenga che i termini di una frazione continua , 
dal secondo in poi, risultino tutti positivi , quando tutti negati-] 

Vi , o pure che si alternino ne segni. 

Che una frazione continua offra una continuata approssi- 
mazione del fratto ordinario eh' essa rappresenta . 

Che lo svolgimento di un fratto ordinario io frazione conti 
nua sia una ricerca analoga a quella del massimo comun di- 
visore , e conseguenze di tale considerazione. 

Che la frazione continua in cui svolgasi un fratto ordinario 
debba esser terminata. 

Come si passi da una frazione continua al fratto ordinario 
d' ond’ essa è nata , e regola per compor facilmente il nu- 
meratore e ’l denominatore di questo , anche generalmento 
dimostrata. 

Cho le frazioni volgari , che pareggiano una frazione con 
tinua a diversi gradi di essa sieno irriducibili. 

Come si svolga un radicale io frazione continua. 

Svolgimento di y2 in frazione continua , e considerazioni 
speciali su questa. 

Che il prodotto di più numeri primi debba esser primo ri- 
spetto a quello di altri numeri primi. 

I quadrati di due numeri primi debbono esser primi tra 
loro , e similmente le potenze n di essi. 

Che un numero non primo debba risultare dal prodotto di 
numeri primi, o di loro potenze . 

Modo di determinare i fattori (empiici e composti di un nu- 
mero non primo 

'Teoi. Se la radice di un numero intero non eia un iniero , 
ni tampoco potrà essere un fratto . 

Che la frazione continua che rappresenta un radica'e non 
debba mai terminare ; da che resta confermata alle quantità 
radicali la natura d’ incommensurabili. 

Cap. YIII. — . De’ radicali immaginari , e del loro cal- 
colo ■ 63—69 

Origine e definizione delle quantità immaginarie , e neces- 
sità di un calcelo per esse . no 145 

Operazioni sugl'immaginari. 146—150 

Che da tali operazioni debba sempre risultare un' espres- 
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136 

137 

138 

139 

134-141 
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•ione della forma A+B)/ — 1. 

Cap. IX. — Deli elevazione a potenza , 
di radice dalle quantità algebriche. 


e dell' estrazione 
70—78 


151 


pegola per elevare a potenza , o per estrarre la radice da 
una quantità monomìa. 

Lo stesso pe polinomi. 

Composizione del quadrato , e del cubo di un binomio. 

Due teoremi riguardanti la eoroposiziono della potenza n 
di un polinomio . _ 

Si ricava da questi la regola per I’ estrazione di radice da 
polinomi quadratici , o cubici— Esempi . 

Cap. X. — Belle combinazioni , e permutazioni. 79 — SS 

Che s’ intenda per combinazioni di più elementi , che per 
permutazioni ; o quali dicansi binane, quali temane, ec. 

Di m elementi non può formarsene al grado stesso «n , che 
una sola combinazione . 

Formola per le combinazioni e permutazioni di m elemen- 
ti al grado stesso m. 

Nota 

Pro il. I. — Determinare il numero delle combinazioni e 
«Simulazioni binarie di m clementi ; o pure quelle delle une , 
e delle altre . 

Probl. li. — Stibire il numero delle combinazioni e per- 
mutazioni ternarie , e quello delle iole combinazioni ài m 
clementi . 

Formola per lo combinazioni . e permutazioni binarie , 
ternarie ec. fino al grado n di m elementi , o pur delle une e 
dello altro separatamente . 

Cap. XI. — Formola generale dello sviluppo di una po- 
tenza qualunque di un binomio. 84 — 91 

Principi! su i quali sono fondale lo diverso dimostrazioni 
di quest' assunto ; c specialmente di quella che qui si reca. 

Forma del prodotto di un polinomio ordinato per rapporto 
pd una lettera x , pel binomio x -f- a. 

Conseguenze di un tal teorema. 

Forma de' coefficienti del prodotto de’ binomi x-j-a , x+b 
X c , ec. 

De’ segni elio debbono affettare i termini di tal prodotto , 
Sviluppo della potenza n di x -j- a. 

Che in tale sviluppo sieno identici » coefficienti della for- 
inola del binomio pel primo ed ultimo termine , e gli equi- 
distanti da essi . 

Maniera abbreviata di elevare un binomio ad una poten- 
za Intera 0 positiva . 

Riduzione del binomio x + a a forma semplicissima , 
prima di elevarlo a potenza n . 

(làf. XII. — C’onlmuflJiwie dello eletto argomento del prs 


153—155 
15(1 — 157 
158—160 

161—163 

164 — 170 


171-174 

176 
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|l80 
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181 


183—184 

185 

186-187 

188 

189 
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191 

192-193 

194 
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cedente capitolo. 


92—98 


Sviluppo della formoli ( x +a )«, ove n sia un numero 
qualunque intero , o fratto , positivo , o negativo. 

Caf. XIII. — Avvertenze n ecessarie per convenevolmente 
sviluppare la potenza di un binomio . °9 lOi 

Che la serio debba arrestarsi quando la tn sia un numero 

intero positivo; e continuare all' infinito negli altri casi. 

Come debba apparecchiarsi un binomio . perchè la 
fisulti decrescente . 

Come debita apparecchiarsi nel caso di esponente frazio- 
nario , perchè non ventilino i termini affetti da radicali 

Esempi diversi in comprova delle precedenti dottrine 

Si accenna il metodo di Halley , {>er estrarre con appros- 
simazione la radico del grado n dalla forinola x" ì a. 

Caf. XIV. — Conseguenze che clerica ni» dal capito- 
lo xii. to5—m\ 

Formolo risultanti dalla somma o differenza de due svi- 
luppi della potenza n di x + a . e di x — a : e forma in 
pui esse si presentano se a si cambii in by — 1. 

Che lo sviluppo di ( a -J- b V — 1 )" sia un' espressione 
della forma A -+■ B \ — 1. 

Indicazione della maniera di sviluppare in serie una qua- 
lunque potenza di un polinomio. 

LIBRO II. — Delle equazioni di 1° e H° grado , e di 
altre hicebcue che me dipendono. 

Cap. I. — Nozioni preliminari intorno aUe equazioni . ed 
d problemi. 107 — 113\ 


[ 1% — 202 


201 

205—206 

207 

208—212 

213 


214-216 

217 

1218 


Che s' intende per problema . per dati di esso , per quesi- 
to , e condizione . 

In che consista 1‘ artifizio della soluziono algebrica di un 
problema . 

Nota . 

Che cosa sia equazione , o elio s' intenda por risofcimenlo 
di essa. 

Problemi che rischiarano le precedenti nozioni . 

Ila che deriva la diversità di grado delle equazioni a* pro- 
blemi che si risolvono. 


219-221 

222 

223—224 

226—228 

230 



Che s’ intende por equazione di primo , tecendo, terzo . . . 
n-esimo grado , o quali di questo si dicano semplici , quali 
composte. 

Cosa sia 1° membro di un' equazione , cosa 2° membro ; 
C quando si dica un' equazione ordinata , quando ridotta a 
zero ; e come si ottenga f una o l'altra di queste cose. 
Vera idea di un' equazione ridotta azero. 

Che le condizioni no' problemi possono condurre o ad 


231—232 


533 — 237 
238 
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239-240 

241—244 

' 247— 258 


«na equazione , o a più . , 

Quali problemi diconai dtltmìnali, e quali indeterminali. 

Che a' intenda per Aneliti determinata , elio per 1* tnde- 
ierminata . 

Nota. 

Cap.II. — A fantrm di apparecchiare un equazione.iUllQ 

Regole per pervenire all'oggetto sopridicato. 

Nou a' §§. 254 e m.— Altra al §. 256. 

Cap. III. — Della maniera di risolvere le equazioni deter- 
minale di primo grado. 120 — 121 259 — 262 

Cap- IV. — Del maneggiamento di più equazioni di primo j 
arado con altrettante incognite, per ottener [eliminata dai 
quelle 122-134. 

In quali casi risolvendo un problema ai perviene a più e- 
quazioni con altrettante incognite . 263 

Che a’ intende per eliminala ; e condizioni che debbono a- 
vere lo equazioni d' ond’ casa dee derivare . 264 — 265 

Nola I 

Metodo di toslitusione o di trasporto , e metodo di pareg- 
giamento . 

Metodo d’ inserimento . 

Nota per gli esposti metodi . 

Inconvenionte dei metodo d' inserimento , e modo di ov- 
viarvi . 

Regola Bezouliana per calcolare tutti una volta , o sepa- 
ratamente i valori-delie incognite , che risullano da altret- 
tante equazioni di 1° grado letterali o numeriche. 

Vantaggi di questa regola, e che essa rogge anche quan- 
do in ciascuna delle equazioni proposte non sienvi tutte le 
incognite. — Esempio . 

Cap. V. — Osservazioni sopra alcuni casi delle elimina- 
zioni . ' 13S — 131 


2—283 


284—286 


207-2/1 

272—274 


275-281 


Cosa dinoti lo svanimento di alcuna incognita in qualche 
linea, quando adoperasi per l' eliminai, il metodo del llezout. 287—288 
Nota. 

E di che sia indizio il pervenirsi ad equazioni identiche , 
adoperandovi i metodi esposti ne’ §§. 256-261. 291 

Nota pe due articoli precedenti. 

Cap. VI. — Considerazioni generali su » problemi , e sul 
modo di algebricamente risolverti . 138 — 145 


Che s' intende per problema algebricamente risoluto , ed 
in che sia riposta la risoluzione algebrica de' problemi ; co- 
me distinguansi questi in grado , e d' ondo risulti la mag- 
giore o minore diOicoità delio scioglimento . 


293—295 
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Ciò che debba fare l’ analista per risolvere un problema ; 
e quando dal risultamcnlo di esso si ottenga la soluzione di 
tutti gli altri analoghi . 

Problemi di applicazione per ciò che si è detto ne' due 
§§. precedenti . 

Cap. VII. — Risoluzione di alcuni problemi determinali , 
di 1° grado. 146 — /56‘ 

Che sia espediente il preferire la soluzione che conduca 
direttamente all’ equazione con una sola incognita . 

Cosa indichi un valor negativo per la x , risultatile da un 
equazione dì 1° grado. 

Che idra bisogna [ormarsi di un problema che dia luogo , 
nel risolverlo . ad una equazione identica . 

Problema di special natura recato dall' Eulero ne’ suoi 
Clementi di Algebra. 

Cap. Vili. — Della determinazione ne' problemi trattati 
con i Analisi algebrica . 157 — 162 

Importanza di questo argomento trascurato nelle istituzio- 
ni di Analisi algebrica. 

< he s’ intende per determinazione no' problemi. 

Nola 

Essa può precedere la loro analisi , o seguirla. 

Problemi con la respettiva determinazione , e con la di 
chiaraziune de' risultamenti . 

Cap. IX. — Della risoluzione delle equazioni di 2° grado 
e della loro natura . 165—170, 

Delle equazioni di 2° grado pure , ed alTettc , e della 
maniera di risolverle. 

Nola al §.338.— Altra al §. 340. 

Regola per esibire le radici di un' equazione di 2° grado 
senza maneggiarla. 

< Ite il coefficiente del secondo termine in una equazione 
di 2" grado sia quanto la somma delle due radici di essa , pre- 
se col segno contrario,; ed il terzo termine quanto il loro 
prodotto . 

Le precedenti proprietà per le radici cicli' equazione di 
2° grado ricavate direttamente dalla natura di questa. 

Cito r equazi me di 2° grado le cui radici sieno m , n deb-: 
ba aver per divisori esatti i binomi x — m,x — n. 

Della diversa rntura delle radici di un' equazione di 2°pra 
do , e maniera di conoscerle prima ; di risolvere l' equazione. 

Idea clic debile formarsi (lede radici reali , o immaginarie 
risultanti dal maneggio di un' equazione di 2° grado . 

Cap. X. — I n primo sbozzo della naturo de ’ problemi . fj 


come dinotata dalle loro equazioni. 


171—162 
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298-308 


311-313 

318—319 

320—323 
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328 

329 

330 

331—337 


338—343 

344 

345 

346—348 

349 

350—353 

354 
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356—363 

364—367 

368 

370 


372—384. 

385—388 

387 


Si espongono tre problemi per rischiarare il suddetto argo- 
mento . . , . ■. 

Si reca la soluzione di un altro problema per ricavarne la 
regola del modo da trasformare un problema, per veder 1 uso 
della radice negativa, che risulti dal risolvere l'cquaz. ed esso. 

In quali casi convenga rigettare assolutamente la radice 
negativa ne’ problemi aritmetici. 

Ciò che indichi l' impossibilità assoluta in un problema del 
2° grado, c come si possa trasformarlo per renderlo possibile. 

Nota 

Cap. XI. — Alcuni problemi animelici di 2° grado . 

JoO— i“/| 

Si confermano con essi le dottrine già stabilite nel prece- 
dente capitolo , per le radici delle equazioni di 2° grado , e 
pe' problemi d’ onde sono derivate . 

Dimostrazione della formola di Halley di cui è stato detto 
nel §. 213 

Cap. XII. — Delle equazioni biquadratiche. 192 — 199 

Definizione, di esso , c loro forma del tutto analoga a quel- 
le del 2° grado. 

Nota 

Modo di risolverle analogo a quello tenuto per queste ; e 
discussione delle quattro radici clic ne risultano . 

Maniera un poco diversa per risolvere tali equazioni. 

Come in tali equazioni sia composto il coefliciente della x' 
dalle quattro radici di essa , e come il termine noto . 

Problemi di esercizio , e di chiarimento alle dottrine prece- 
dentemente esposte. 

Cap.XIII . — Deli estrazione di radice da' binomi. 200 — 20Jj 

Nota i 

Cosa si debba qui intendere per binomio , motivi di aver qui 

riportata questa trattazione , che dovrà esser generalmente e- 

sposta m appresso. .406 — 40T 

Che V( a + V b ) debba esser generalmente della forma j 
y p ± y q ; o regola per conoscer quando , e come da quel 
binomio si possa pervenire a questo, illustrata con esempi. .408 — 412 

Cap. XIV. — Della proporzione e progressione aritmetica 

204 - 212 j 

Prime nozioni su tale argomento . 413 — 418 

Deduzioni da esse per ottenere il termine generale ■ O ili 
somma/orio di una progressione aritmetica , datone il primo! 
termine, la differenza, e ’l numero de' termini. 415—422. 

Esposizione di tutte le forinole per dedurre da tre de' cinque | 
elementi che concorrono in uua progressione aritmetica gli 
altri due . 1423 


388—393. 

394—395 

396 

397—405, 


Digitized by Google 


indice 


ixvh 


Alcuni teoremi utili che possonsi ricavare dalle anzidette 
formolo . 

Alcuni problemi per I' applicazione delle foratole preceden- 
ti , ad esercizio do' giovani. 


Cap. XV. — De' numeri figurati. 
Nota 


213—226 


425-428 

429—433 


434—433 
436 — 437 

438—440 


Definizione per tali numeri t ed oggetto delle ricerche su 
di essi . 

Definizione del fermine generale , edel sommatoria di una serie. 
Definizione de 'numeri poligoni e distinzione di essi in diver- 
se specie , c come ottengansi. 

Che la differenza della progressione aritmetica , da cui deri- 
vinsi numeri poligoni di una data specie , dinoti il numero de' 
triangoli in cui la figura corrispondente a tal numero poligo-, 
no può considerarsi divisa. |441 

Forma del termine generale per una qualunque aerio di nu- 
meri poligoni , ed in ispecie per ciascuna di esse. Come per 
mezzo di esso pervengasi ad ottenere il numero poligouo di 
specie data , c di un lato dato . [442—443 

Si risolvo il problema inverso del precedente , cioè di as- 
segnare il lato di un dato numero poligono |444 — 447 

Che ogni numero triangolare freso 8 volte , ed accresciuto di 
1 sia un nummo quadralo. |443 

Che ogni numero pentagonale preso 24 volte ed accresciuto 
di 1 sia un numero quadrato impure, la cui radice accresciu- 
ta di 1 è un moltiplice di 6. Ì447 — 448 

Foratola generale pel lato di un numero poligono. (449 

Determinazione del termine sommatorio di ciascuna serie 
di numeri poligoni , ed in ispecie pe' triangolari , quadrati , 
pentagonali .... n-agonali. [«30 — 432 

Definizione de' numeri piramidali , maniera propria da de 
Dominarli , per distinguere la loro specie . [433 — 453 

Termine generale , e sommatorio delle serie de' numeri 
piramidali. 1456—458 

De'numeri ordinali in generale, e del loro termine generale, [459 — 464 

Cap. XVI. — Delle ragioni , proporzioni , e progressioni 
geometriche . 227—236 

Nota 

Definizione della ragione geometrica , e che la teorica di 
essa debba esser connessa col libro V. di Euclide. |466— 467 

Definizione della proporzione geometrica e distinzione di 
essa in duo specie , e come ottengansi il quarto , il terzo, ed 
il medio proporzionale. |468 — 470 

l’riocipio fondamentale per la proporzione geometrica tra 
quattro o tre grandezze , e teoremi per la trasformazione di 
una proporzione. 

Della ragion composta , e delle particolari specie di essa. 

Teoremi importanti sulla ragion composta . 


471—473 

474—476 

477—479 
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Definizione della progressione geometrica . e proprietà di 
essa , da cui ne deriva facilmente 1' esibizione del termine ge- 
nerale, e del sommatorio . ...... , 

Formolo per la determinazione di due de cinque elementi 
die consideraci in una progressione geometrica . dati gli 

Saggio dell’ uso vantaggioso di tali formolo nella sola- 
zione di alcuni problemi , che vengono recati . 

Nota al §, 488. 

Cap XVII Prime nozioni su i logaritmi, tpecialmen- 

te de tolgati . 237-247 

Che una qualunque progressione geometrica può ridursi 
a quella delle potenze successive della ragione di essa , a co- 
minciar dalla potenza zero . moltiplicata per una data quantità. 

Definizione de logaritmi per una data base ; e che quel- 
lo dell'unità , per qualunque sia questa , è sempro aero. 

Che il log-mo di una frazione vera sia negativo . 

Indicazione del modo di prima costruzione dello tavole lo- 
garitmiche , pel sistema della base 10. 

Che diccsi caratteristica di un log-mo , e che mantissa ; e 
che nel sistema volgaro i numeri abbiano la caratteristica 
del loro log-mo di tanto unità quanto sono le cifre di cui 
costa il numero meno uno. , 

Che il log-mo del prodotto risulti dalla somma de log-im 
de' fattori ; e quello del quoziente dalla loro differenza . E 
però il log-mo della potenza » di un numero sia quanto 
quello della radice presa n volte ; e vicevtrta il log-mo del- 
la radice n sia quanto quello della potenza diviso per 1 indi- 
ce della radice . 

Cile le mantisse de' leg-mi sieno convenevolmente espres- 
se in decimali ; e che i numeri rappresentati dalla stessa cifra 
con de’ zeri in fine di essi abbiano ad avere la stessa man- 
tissa , variando solamente nella caratteristica. 

Che i log-mi de' numeri prossimi l'un 1' altro si minorino 
in differenza a misura che si fanno maggiori i numeri ; e ciò 
costituisce il fondamento per la ricerca de' numeri corrispon- 
denti a’ log-mi, che non rinvengonsi esattamente nelle tavole. 

Del complemento aritmetico , c suo uso vantaggioso . ciò 
che convenga fare ne’ risulamenti del calcolo ove siasene fat- 
to uso ; ed avvertenza necessaria per questi. 

Per costruir le tavole logaritmiche basta assegnar solo quel- 
li de' numeri primi . 

Usi del calcola logaritmico nella comune Aritmetica . 

Usi di un tal calcolo nel maneggio di alcune equazioni . 

Cap. XVIII . — Etcrcizio di problemi la cui soluzione odien- 
ti dulie formule slabdite ne' tre precedenti capitoli. 24S 256 

Problemi diversi d’ interesse composto , ed altri che risol- 
vonsi con le stesso formolo . 

Nota a' cap . xvtt e xvin. 


480—433 

484 

485—488 


489 

490—491 

492 

493—495 

496—497 


498 

500—501 

502—503 

504—511 

512 

513—515 

516 

519-528 


Digitized by Google 


INTRODUZIONE 

ALL* 


ANALISI ALGEBRICA 


1 -Lihiunque abbia appena gustati i principj della volgare 
Aritmetica e della Geometria conosce la distinzione delle 
grandezze in continue e discrete , e sa pur bene che a dino- 
tar queste vi si adoperi un numero , mentre per esprimere le 
prime si ricorre ad una delle tre diverse specie di estensione. 
Nè dee ignorare , che l’ordinaria pratica del misurare esige , 
che le quantità continue si concepiscano ridotte a discreto , 
col fissarvi per unità di convenzione una parte determinata 
di esse . 

2. Potendosi dunque per tal modo ogni quantità conti- 
nua concepir ridotta a discreta , si vede bene che 1' una e 
1’ altra possa esser suscettiva di una medesima rappresenta- 
zione, sicché le proprietà comuni ad esse , che sono quelle 
del loro rapporto, possan dimostrarsi generalmente apparte- 
nere all’ una ed all’ altra. Adunque per questa parte si com- 
prende la necessità di un modo da indicare universalmente 
le grandezze , cioè tale che valga ad esprimere egualmente 
la quantità continua e la discreta. 

3. Finalmente anche considerando le quantità discrete as- 
solutamente , esse sono dotate di proprietà generali, le quali 
non già a determinati numeri appartengono, ma sono comuni 
a tutti gl’ infiniti numeri ne’ quali abbian luogo le stesse 
condizioni ; e di ciò non pochi esempi olire Euclide ne’ suoi 
tre libri delle quantità commensurabili , che sono ordinaria- 
mente il VIP , r VII1° e ’l IX° degli Elementi 1 . 

* Veggasi intorno a questi libri ciò che si è dotto nel Discono preli- 
minare aulì Memcntì di lincitele. 
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t\ .Cosi quando egli dice, che : Ogni numero minore i par* 
te , o parti di ogni altro maggiore (pr. 4. VII.) — I due pro- 
dotti che risultano da due numeri , moltiplicandoli vicendevol- 
mente F un per C altro , sono uguali fra loro (pr.16.VH.) — 
J numeri piani sono fra loro in ragion composta dai lati ’, tc. 
ognun vede chiaramente , che tali proprietà non si apparten- 
gano già a numeri determinali , ma a tutti in generale ; che 
perciò col dimostrarle contrassegnando i numeri su i quali si 
fa la dimostrazione con le cifre ordinarie dell Aritmetica , 
non si conseguirebbe V intento di render tali dimostrazioni 
generali, come si richiede. Aggiungasi a ciò , che tutti que 
problemi aritmetici , che hanno le stesse condizioni 5 , ma 
■variano solamente nel valore de’ numeri a’ quali queste sono 
applicate, debbono essere risoluti nel modo stesso ; che per- 
oiò luti’ i numeri indicanti i risultamcnti a quali risolvendoli 
si pervieue , dovendo esser determinati colle stesse operazio- 
ni di Aritmetica , si potrebbe facilmente da un risultamento 
solo ottenerli lutti , allorché i numeri dati si contrassegnas- 
sero universalmente . 

5. E per render ciò più chiaro con un esempio , sia pro- 
posto a : 

Dividere un numero dato in due parli , V una delle quali 
ecceda di un dato numero l’ altra. 

Questo problema potrà esser risoluto per mezzo dell’ A- 
ritmetica , e per 1’ ovvia regola del falso , allorché suppon- 
gasi , per esempio , il dato numero esser 100, e 1’ eccesso 
dell’ una parte sull’ altra esser 16 ; ed in tal caso la soluzio- 
ne di esso ci farà pervenire ad un risultamento, che soddisfa 


* Prop.5. lib.VIII. — Qui intende per numeri piani il prodotto di duo 
numeri , ciascun de' quali n' è detto lato ( def.i6. I II.) . E ciò uni- 
formandosi all' enunciazione della 23. VI. cui la presenta è analoga . 

5 11 rapporto che lega in un problema I 1 incognita con le quantità note 
del medesimo, dìceai tondi itone del problema. 
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» questo caso solamente ; in modo tale che se restando si- 
milmente enunciato il problema , si cambiiuo i numeri da- 
ti , e che la somma data si supponga esser 120 , e 1* ecces- 
so 24 , vi sarà bisogno , per determinar le parti cercate in 
quest’ altro caso , di ripigliar nuovamente la soluzione del 
problema , come se non mai fosse stato di già risoluto. Vale 
a dire , che il precedente risultameuto niente può influire al- 
la determinazione di questa seconda ricerca , la quale non 
differisce in altro dalla prima , che nel solo valore de’ dati. 

6. Or , com’ è chiaro , tuli’ i problemi che sono propo- 
sti su grandezze diverse in quantità solamente, ma colle stes- 
se condizioni , rappresentano un problema solo generale , la 
cui risoluzione, convenevolmente fatta , dee offrir benanche 
un risultamento generale, il quel comprenda- io se tutti quei 
risultamene particolari , che si otterrebbero per mezzo del- 
le aritmetiche ricerche . Ed ecco qual sarebbe uua tal solu- 
zione pel problema pou’ anzi proposto. 

7. » 11 numero dato dovendo pareggiare le due parti in 
m cui esso vuole dividersi , c di qaeste la maggiore essendo 
» quanto la minore più la differenza tra esse , ne segue per- 
si ciò , che il numero dato sia quanto il doppio della parto 
» minore più una tal differenza. Laonde tolta di comune que- 
» sta differenza si troverà , che il numero dato meno la dif- 
» fereuza data delle due parti ìd cui vuol dividersi , sia 
» quanto il doppio della parte minore ; e quindi la sola par- 
» te minore sarà aguale alla metà del numero dato- a divide- 
» re meno la metà della data differenza «. 

8. Dal qual risultamento si rileva in generale , che : 

Qualunque sia il numero dato a dividere , c qualunque f ec- 
cesso di una parte sull' altra , si otterrà sempre luparie mino- 
re sottraendo dal dato numero la data differenza , e dividen- 
do il residuo jtcr 2. 

E questa specie di ragionamento astratto , col quale ge- 
neralmente dalle grandezze note di uu problema , per mezzo 
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delle sue condizioni se ne derivano le incognite , si dice a- 
natisi del problema. 

9. Ciò premesso , se tutt’ i problemi proposti su i nu- 
meri fossero suscettivi per la loro soluzione di un’analisi co- 
si breve , e di passaggi sì semplici e facili a ritenersi , ed a 
combinarsi fra loro a memoria , ciascun di essi potrebbe ri- 
solversi nel modo poc’ anzi detto, e si otterrebbero così per 
essi taluni risultamenti astratti ed enunciativi, per mezzo do’ 
quali si avrebbe la soluzione particolare in ciascun caso, ove 
»’ individuino i numeri dati. Ma non va la cosa sempre in tal 
modo ; ed il più delle volte la soluzione di un problema non 
può condursi aline senza aver sotto gli occhi le quantità sulle 
quali si propone ad operare , e le operazioni che si sono già 
fatte sopra di esse, e colle quali sono connesse le altre , che 
debbono ancora farsi per pervenire al risultamento ; e di ciò 
molti esempi si vedranno in appresso. Come far dunque in si- 
mili casi? Egli <5 chiaro, che il solo mezzo da riuscire sia quel- 
lo di ritrovare un modo da esprimere astrattamente e gene- 
ralmente i numeri dati , e le operazioni a farvi sopra. 

10. Or questo modo , che ricsciva difficile ad escogitarsi 
da’ matematici greci , diveniva facilissimo per gli arabi , da’ 
quali Liouardo Pisano apprese la scienza dell’ Algebra, e fe- 
ccia conoscere in Italia, appena cominciando il secolo XIII; 
che anzi costoro potevano rilevare il tipo di questa indica- 
zione generale delle quantità dalle opere stesse de’ greci. Ed 
ecco in qual modo . 

11. Questi servironsi , per dinotare i numeri nella loro 
Aritmetica , delle lettere del loro alfabeto ; che perciò do- 
vettero escluderle da un’ indicazione universale de numeri : 
ciò non ostante , allorché ebbero bisogno di esprimere non 
già numeri determinati ma universali , ricorsero all’ espe- 
diente di servirsi delle lettere majuscole del loro alfabeto , 
affiggendo ad ognuna di esse una lineetta, e formando come 
una iigura . E solamente allorché dovevano farsi talune o- 
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perazioni sa questi numeri generalmente indicati , e che sì 
esigesse di esprimerne o somma con altri, o pur differenza, a 
fine di restringere il loro ragionamento, disegnarono la linea 
indicante il numero con due lettere ; ed indicarono con due 
lettere , anche postevi negli estremi , le parti di esse . Di 
che moltissimi esempi offrono i soprindicati libri aritmetici 
di Euclide , da’ quali , per dilucidazione di ciò che si ò det- 
to , prenderemo a qui esporre la seguente : 

PROP. svi. DEL LIBRO VII. DI EUCLIDE. 

12 .Sono uguali i prodotti che risultano da due numeri scam- 
bievolmente moltiplicandoli. 

E 

A 


B 



D 


Dm- Sicno i due numeri A , B ; ed A moltiplicando B 
dia C ; B poi moltiplicando A faccia D : dico esser C u- 
gualc a D. 

Perchè A moltiplicando B produce C ; B dovrà misurare 
C per le unità che si contengono in A 4 . Ma 1’ unità E mi- 
sura il numero A per le unità in questo contenute . Adun- 
que l* unità E misura tante volte il numero A , quante volte 
B misura C ; per lo che , permutando , 1’ unità E misura u- 
gualmcnte il numero B che A misura C 5 . Di nuovo , poi- 
ché B moltiplicando A ha fatto D , A misurerà D per le u- 

* Ciò è chiaro dall' ovvia definizione della moltiplicazione , che I’ u- 
nità debba start alt un de fattori , come V altro fattore al prodotto. 

* Ciò vien dimostralo da Euclide nella prop. pree. a quella qui 
recata ; e può anche ripetersi dalle prop. 16 oC El. V. edii. nostra. 
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sita che ai contengono in B . Ma anche E misurava B per I» 
unità che sono in esso . Adunque 1’ unità E misura il numero 
B ugualmente che A misura D . E siccome 1’ unità E misu- 
rava in numero B ugualmente che A , C ; perciò A misura lo 
stesso numero di volte C che D . Quindi questi prodotti 
sono fra loro uguali 6 — C.B. D. 

43. Ed esempi simili al recato incontraosi nel lib. V. de- 
gli Elementi , ove le grandezze in generale , si discrete che 
continue , indicansi universalmente con lettere , affiggendo 
ad esse , per la ragioue già delta , una lineetta. 

44. Adunque gli arabi i quali avevan già una nuova indi- 
cazione pe’ numeri 7 , non avrebbero dovuto durar molta fati- 
ca a vedere , che le lettere dell’ alfabeto potevano convene- 
volmente adottarsi per caratteri universali delle grandezze , 
qualunque si fosse la loro natura : e ciò che essi non avver- 
tirono fu in seguito cominciato ad introdurre nel calcolo da- 
gl’ italiani * ; sicché finalmente ebbe luogo la seguente 

Regola fondauentale 

45. / numeri , nome anche le grandezze continue , t indi- 
cano generalmente per le lettere piccole delC alfhòeto . 

E per una maggior distinzione si è stabilito, che le ultime 
di queste cioè x , y , * , t , u indichino le ignote , e le rima- 
nenti altre le note de’ problemi. 

46. Or siccome le quantità così generalmente indicate, 
debbono condurre ne'calcoli che istituisconsi con esse a risul- 
tamenti universali, non potendosi effettuar calcolo se non per 
numeri, ne segue che le operazioni aritmetiche per le quantità 
dinotate con lettere non debbano consistere in altro , che io 

* Dimosrafo che si ò AB =BA , da ciò subito rilevasi ABC = CAB 
— ACB = BCA ; ed in generale che comunque si varii I’ ordino d* 
(attori . rimanga sempre lo stesso il prodotto . 

7 Le ordinarie cifre della nostra Aritmetica volgare. 

* Veg. il ditcorto preliminare. i 
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semplici indicazioni di esse, da eseguirsi poi effettivamente, 
allorché ne’ casi particolari si saranno sostituite alle quanti- 
tà espresse letteralmente i numeri che loro corrispondono . 

17. Ciò posto , per esprimere con brevità le operazioni da 
farsi sulle grandezze letteralmente dinotate , e talune altre 
relazioni tra esse, adottaronsi alcuni segni, che andremo qui 
appresso dinotando . Per la somma fn adottato il segno 4 * 
(piti), che si scrive tra le quantità da sommarsi. Cosi a + b 
dinota la somma di a con b , e si pronuncia a più b. 

Per la sottrazione si è stabilito il segno — • ( meno ), che 
dinota che la quantità espressa dalla lettera cui esso è prefis- 
so deve sottrarsi dall’ altra che precede un tal segno . Così 
a — b dinota che da a dee sottrarsi b, e si pronuncia a meno b. 

Il prodotto di a per b s’ indica con a b ; ed in generale il 
prodotto di pih lettere s’ indica col loro accozzamento : cosi 
abe dinota il prodotto delle tre quantità espresse da o, b, c. 
£ questo prodotto si suole anche esprimere nel seguente al- 
tro modo axixc , servendosi del segno X , eh’ è quello 
della moltiplicazione , ed allora si direbbe a moltiplicata per 
b , moltiplicata per c. £ potrebbesi a tal segno X sostituire 
anche un punto nella seguente maniera a.b . Ma la piii usata 
e comoda maniera è quella detta in primo luogo. 

Finalmente la divisione di a per b s' indica per a : b , o 


per —, ciascun de’ quali modi dinota il quoziente di a per 5, 

e si pronunzia a divisa per b. Ed a quel secondo modo d’ in- 
dicar la divisione si dà anche il nome di frazione , chiaman- 
dosi , come nella volgare Aritmetica numeratore la quantità 
eh’ è sulla lineetta orizzontale , e che faceva da dividendo , 
e denominatore quella che sta sotto tal linea, e che faceva da 
divisore ; e ciascun di questi dicesi termine della frazione. 

18. Oltre a questi segni, per esprimere le principali ope- 
raz ioni aritmetiche da istituirsi sulle quantità letterali, è ne- 
cessario anche avvertire , che 1’ uguaglianza fra due quanti- 
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tà dinotasi col segno = posto fra esse , che si pronunzia «- 
gitale , così a = b significa a uguale a b. 

li altro segno > posto tra due quantità dinota esser la 
prima maggiore della seconda, così a > b significa a maggio- 
re dii; e lo stesso segno rivolto col vertice dell’angolo che 
lo rappresenta verso la prima quantità , nel seguente modo 
a < b , dinota essere a minore di b. 

19. Ciò premesso , se nel problema trattalo nel §.7. si 
esprima per a il numero dato a dividere , e per b 1’ eccesso 
della parte maggiore di esso sulla minore ignota , che dica- 
si x ; per la condizione del problema sarà la parte maggio- 
re espressa da x -f b ; e quindi sarà 

a = x + * + b 

cioè a sarà uguale al doppio di x più b , 0 sia sarà 
a = 2x -J- b. 

Quindi togliendo di comune b avrassi 
2x = a — b. 


E finalmente 



Ed in questo caso 1' analisi del problema , che differisce da 
quella astratta del §. citato , solamente perché in questa i 
passaggi , ed il risultamento sono simbolicamente espressi , 
si dirà algebrica . Né vi sarà problema aritmetico , che dou 
possa essere in questa maniera risoluto . 

20. Il risultamento poc’ anzi ottenuto , cioè l’ espressio- 


ne x— 



serve anche a rischiarare ciò che fu detto nel 


§. 16. Imperocché si vede da esso, che non resti determina- 
to definitivamente quel numero x ; ma solamente si abbia in- 
dicato il sistema delle operazioni che debbon farsi per otte- 
nerlo , allorché per a , b si sostituiscano quo numeri che si 
vuole . 


o 


Digitized by Google 


9 


LIBRO PRIMO. 

DELL’ ALGORISMO * ALGEBRICO 

— ■ ■■ - HCTOgZL» t 

CAPITOLO I. 

Della diversa forma in cui si presentano 

I MONOMI ALGEBRICI NEL CALCOLO. 

21. Nella regola al §.15. è stato già detto, clic una 
grandezza sia continua , sia discreta s’ indichi generalmen- 
te con una lettera dell’ alfabeto ; ma una volta che siasi ci iy' 
fatto , il modo proprio da esprimere un qualunque molli- 
plicc o summoltiplice di essa è quello di prefìggervi il nu- 
mero intero o fratto che esprime un tal moltiplice. Cosi in- 
dicata per a una grandezza , ne sarà 2a il doppio , 3a il 
triplo ... ed in generale m.a il moltiplice m ( indicando con 
m un qualunque numero intero ) . Come al contrario ne di- 

1 1 

noterà —a la metà , -^-a la terza parte ... ed in generale 

—a la parte p del suo moltiplice m ( indicando ancor p 

un altro numero qualunque). E questo numero intero o frat- 
to che prefìggesi ad una quantità letteralmente espressa per 
rappresentarne un moltiplice , o summoltiplice diccsi coeffi- 
ciente di essa . 

22. Ciò posto, indicando m.a -f- n.a la somma di due gran- 
dezze (17) , o piuttosto di una stessa grandezza a presa m 
volte , ed n volte , è chiaro che tal somma equivalga alla a 
presa m + n volte ; sicché essendo m -J- R = q , avrassi 

’ Con la denominazione Algoritmo dinotasi quella parto dell' Ana- 
li ti algtbrica , che espone le regole del calcolo dello grandezze simbo- 
licamente espresse. 

2 
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ni. a -J- n.a — q.a 

£ similmente si rileverà dover essere 
m.a — n.a = r.a 
supponendo m — « = r. 

23. Trattandosi di sottrarre n.a da m.a è chiaro che pos- 
sano accader tre casi : 1° che m sia un numero maggiore di n. 
2° che m sia uguale ad n ; e 3” che m sia minore di n. Nel 
primo caso , supponendo ni maggiore di n per quanto è p , 
cioè m = n -f p , è ancor chiaro, che la quantità m. a si ri- 
durrà ’ ad ( « + p ) « j cioè 1 ad n.a -f- p.a ; e quindi che 
m.a — n.a sia quanto n.a -\-p.a — n.a, cioè quanto -\-p.a, 
distruggendosi fra loro na e — na. Supponendosi in secon- 
do luogo , che m pareggi n , anche m.a adeguerà n.a ; e 
quindi la differenza loro m.a — n.a sarà zero . Finalmente 
se la m sia superata dalla n per p, cioè che sia n s= m -}- p, 
si vedrà, come nel primo caso , che la quantità m.a — n.a 
si riduca ad m.a — m.a —p.a, cioè a — p.a. Adunque sot- 
traendo la quantità n.a dalla m.a se n è minore di m per p 
il risultamento è -\-p.a ; esso è zero in caso di m =s n ; ed è 
— p.a nel caso di m minore di n perp. 

24. Or i primi risultamenti , cioè quelli che nascono da 
una quantità minore sottratta da un’altra maggiore, ed a’ qua- 
li , come dalla stessa operazione si rileva , compete il se- 
gno -f , si dicono positivi , per distinguerli dagli ultimi , in 
cui l’ operazione medesima dimostra che dee competer loro 
il segno — , e che diconsi negativi . 

25. Ecco dunque l’origine algebrica delle quantità isolate 


* Quel vincolo ( ) è il segno che si adopra piè comunemente 

dagli analisti , per dinotare che tutta la quantità n -f- j> ò il coefficien- 
te della a. 

5 Si può prender come un postulato , che tanto sia il prodotto di 
una quantità per uo' altra , quanto la somma de' prodotti dell' una di 
esse per ciascuna parte dell'altra. > 
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negative , ed ecco ciò ch'esse indicano nel calcolo.E sicco- 
me si passa ad ottenerle pel risultamento di una sottrazione, 
la quale segue lo stato intermedio tra positivo e negativo , 
ed in cui la quantità da sottrarre supponendosi uguale a quel- 
la d’ onde si voleva sottrarre, il residuo è zero ; perciò suol 
dirsi ordinariamente , che le quantità negative sono minori 
del zero , mentre le positive ne sono maggiori ; con la qua- 
le maniera di esprimersi altro non si vuol dinotare , se non 
che quelle derivino da sottrazione dopo il caso in cui il re- 
siduo era divenuto zero, per essere la quantità clic sottrae- 
vasi giunta all' ultimo stato da distruggere allatto la quan- 
tità da cui si sottraeva , cioè esserle divenuta uguale 4 . Nè 
per ora conviene formarsi di queste quantità altra idea , che 
quella che no abbiamo data. 

26. In oltre si è già detto, che il prodotto di a per 4 s' in- 
dichi per a b ( 17. ) ; e che il prodotto di più quantità let- 
teralmente espresse si dinoti con 1’ accozzamento di esse , 
con quell’ ordine che piace . Poiché indicando quell’ espres- 
sione una moltiplicazione da eseguirsi , cambiandosi 1’ or- 
dine de’ fattori per eseguirla si è veduto non alterarsi il pro- 
dotto (12) . Or supponendo che quelle quantità situo tutte 
ugual i , ed espresse dalla stessa lettera a ; in tal caso in luo- 
go di scrivere quella lettera tante volle di seguilo , quante 
u’ era moltiplicata , cioè quanti sono i fattori iudicati da es- 
sa , come per altro s’ incontra fatto ne’ libri di analisti più 
antichi , si scrive una sola volta , e si dinota il numero de' 
fattori ad essa identici, che debbono contenersi in quel pro- 
dotto, con la cifra aritmetica che li rappresenta , la quale si 
pone a destra della lettera , un poco più alto di essa, e chia- 
masi esponente. Cosi se a debbasi moltiplicare per a , il pro- 

4 Anche il Newton nella sua .ir Uh. Univcrs. si espresse dicendo: 
Qunnlitaits iti affirmalii'at suiti leu maiorts nihifo , w I najatirae ttu 
m/i ilo minora . 
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dotto (in si dinoterà per a* , che pronunziasi a-duc ; c vo- 
lendo moltiplicare a per a , e per a, il prodotto a a a verrà 
piuttosto indicato per a 3 , che pronunziasi a ire. Ed in ge- 
nerale , se i fattori identici ed espressi ognuno da a sieno al 
numero indicato da n , il loro prodotto verrà dinotalo da a*. 

27. Ogni espressione di simil forma dicesi esponenziale ; 
il numero n che dinota quello de'faltori identici a contenu- 
ti nell’ esponenziale a" ne sarà 1 esponente , la lettera a , 
che disegna ciascuno di que’ fattori si dirà base della quan- 
tità esponenziale . E suole anche la a" chiamarsi potenza n 
di a : ed in tal caso il numero n prende il nome di grado 

0 indice di tal potenza di a ; e questa quantità si dirà la ra- 
dice n , O n-csima di a". 

28. Ciò posto, se 1’ esponenziale a m vogliasi moUiplicarc 
per 1' altra a * della stessa base , è chiaro dal jj. precedente , 
che il loro prodotto dovrà costare de’ fattori uguali a dell’ u- 
ua e dell' altra quantità che si moltiplica, cioè di a m e di a*, 

1 quali essendo pel primo fattore al numero m , e pel se- 
condo al numero n , risulteranno però pel prodotto al nu- 
mero m-j-n; che perciò un tal prodotto dovrà essere espresso 
da a™ 4 -" (26). E similmente, volendosi il prodotto di a" per 
a * e per a' 1 , esso sarà a’"+"+f>. D’ onde si ottiene la seguente 

R F G 0 L A. 

Ogni quantità elevata ad un esponente può considerarsi co- 
me il prodotto della stessa quantità elevala separatamente a 
tutte quelle parti in cui si vuol concepir diviso il suo esponente. 

Vale a dire che supposta la rn = p -f- q + r ... , sarà 
a m = a 1 ' X a 7 X a r ... 

29. Estendendo il poc'anzi detto principio, si potrà pren- 

ai m m 

dere a m come il prodotto di a * per a* per a“ ... tante xo\- 
le quante bisogna perchè dalla somma continuala di — ri- 
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suiti tn , cioè n di Tolte 1 . E perciò si vede , clic a" sia la 
» 

potenza n di a" '( 27. ) . Laonde in generale : 

Ogni quantità esponenziale 5 6 può rappresentare una poten- 
za qualunque di quel grado che vien dinotato dal numero per 
cui si divide il suo esponente. 

30. Al contrario quest’ altra esponenziale della base stes- 
sa, che ha per esponente quel quoziente, se considerisi per ri- 
spetto alla quantità che si è detto rappresentare la potenza, 
si dirà radice di quel grado medesimo di cui era tal poten- 
za ; poiché questa risulta dal numero di fattori di quella 

dinotato da tal grado. Così essendo a m la potenza n di a* ; 

al contrario a“ è la radice n , o n-csima della quantità a m . 
E questa radice suole indicarsi anche prefiggendo alla quan- 
tità di cui si prende per radice il segno \J , che diccsi radi- 
cale 7 , e scrivendo nell’ apertura di esso il grado del radi- 

5 La quantità m prosa n di volte diviene nm [ 21 ) , e porò la 
presa n di volte rappresenterà la m moltiplicata ad un tempo o 

divisa per la n , o sia moltiplicata per funt'là , e però sarà quanto m . 

* L' epiteto di esponenziale vi è posto a maggior chiarezza della 
regola , vedendosi d'altronde assai bene , elio non vi sia quantità 
che non abbia esponente . £ laddove alcuno non ve ne sia aduso . vi 
s' intende l ' unità , il quale esponente si tralascia di scriverlo . 

7 È facile accorgersi che un tal segno sia un' abbreviazione della 
lettera r , che da' primi analisti si prefìggeva ad una quantità per dino- 
tare la radice , che doveva poi esprimersi qual fosso , cioè la seconda, 
terza , tc. £ similmente indicavasi il quadrato di una quantità lette- 
rale con prefiggervi la lettera q , iniziale della voce latina quadrature, 
e cosi pel cubo la lettera c , o pure cub . , por la quarta potenza , cho 
dicevasi quadrato-quadrato vi si prefiggeva il qq ; e cosi in seguito. Ma 
tali indicazioni , che per allora potevan solo indurre in qualche equivo- 
co , non sarebbero al presente nè meli praticabili , poiché scrivendosi 
opere algebriche nella propria liugua , f iniziale di tali voci non è per 
tulle la medesima . 
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cale , che si chiama indice di questo, cioè pel caso di sopra 

m 

espresso della radice n di a" , nel seguente modo \f a". E 
quell’ indice suol tralasciarsi nel solo caso che sia 2 ; sicché 

s 

invece di scrivere \Z“" basta scrivere . 

m • 

31. Adunque a * t= \Ja m , il che mostra , che : 

Ogni quantità ad esponente fratto rappresenta un radica - 
le, il cui indice sia il denominatore del fratto esponente , e la 
grandezza sotto il segno radicale sia la base dell esponenziale 
elevata al numeratore delt esponente fratto . 

Al contrario : 

Ogni radicale si potrà sempre trasformare in un cspoittnzia. 
Ic frazionaria , se dividasi t esponente della quantità sotto il se- 
gno per f indice del radicale. 

32. In oltre sia la quantità esponenziale a" , ed m dinoti 
un qualunque numero intero o fratto , le cui parti sieno rap- 
presentate da p , p , p ... ; sarà o" = a p + p + ,, +'” ( 28. ) ; 
e ’l distruggimento di ciascnn p nell’ esponente dinoterà nel- 
r esponenziale o" lo svanimento di un fattore ( 26. ) dinota- 
to da a p , o sia la divisione di o" per a p ; che perciò , so 
quelle parli dell’ esponente si distruggano tutte , ciò indi- 
cherà la divisione di a m pel prodotto di tutt’ i suoi fattori , 
ciascuno espresso da a* , cioè per la stessa a m ; il qual quo- 
ziente è 1’ unità . Ma distruggendosi tutte le parti p dell’ e- 
sponcntc m esso divicn zero. Adunque a° = 1 ; cioè : 

Ogni grandezza che abbia per esponente il zero ò uguale al- 
t unità . 

E quest’ unità sarà della specie stessa chela base di queir 
1' esponenziale. 

33. Finalmente continuandosi lo stesso ragionamento si 
vedrà , che se pervenuta la quantità ar ad a , pel distrug- 
gimcnlo di tutte le parti p nel suo esponente m , si continui 
tuttavia a supporre il suo esponente minorato di p, si verreb- 
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bero con tale operazione ad assegnare alla base a gli espo- 
nenti negativi — p , — 2 p , — 3 p ... ( 23. ) ; e quindi 
si verrebbe a formare un altra serie di esponenziali negative 
a — r ì a — ’ F , a .... a — m . Or ciascuna di quel- 
le operazioni esprime un’ ulteriore divisione della quantità 
ottenuta con le divisioni precedenti, per la stessa a p ; e quin- 
di siccome tal quantità per siffatte divisioni al numero n era 
ridotta ad a , cioè ad 1 , si comprenderà perciò facilmen- 

1 1 

te che a — r corrisponda ad — ; e cosi a — ' T ad — — . . . t 

\ 

«“"ad . Vale a dire , che : 

a® 7 

Ogni quantità esponenziale ad esponente negativo , pareg- 
gia V unità divisa per la stessa esponenziale coir esponente 
positivo . 
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CAPITOLO II. 

Conseguenze che tracgonsi dalle considerazioni 

STABILITE NEL CAPITOLO PRECEDENTE, 

3/f. Essendo a b quanto il prodotto di a per b ( 17. ), ed 
a m b m quanto quello di a" per b m ( 28. ) , ove m dinoti un 
qualunque numero intero o fratto , positivo o negativo , è 
.chiaro , che se un tal numero ni si supponga diviso in parti 
usuali, n di numero , ciascuna espressa da p , debba essere 
a m b m = a p .a p .a p . ec. X b p .b r .b p cc. , essendo w il numero 
sì de’ primi fattori rappresentati da a p , che quello dc'sccondi 
dinotali da b p , cioè uguale alla quantità a p b p moltiplicala 
per se stessa continuamente tante volte , quante volte p si 
contiene in m , cioè n di volte . Vale a dire : 

La potenza n di una data quantità , la quale costi di due 
o più fattori, è quanto il prodotto delle potenze del grado 
stesso di que suoi fattori. 

Al contrario : La radice n di una quantità , che costi di 
due o più fattori è quanto il prodotto delle radici del grado 
stesso di ciascuno di que ’ fattori. 

Cosi [ o’é 3 ] 5 = [ a* ] 5 X L ] 5 

e Va’A J sa V a ’ X V^ 3 • 

A 

35. In oltre se abbiasi la quantità m^a p "q r , potrà essa 

— — 

porsi sotto I* altra forma m.a * q' ( 31. ), eh’ è quanto 

A 

m.a p >J q r , cioè : 

Se mai la quantità esistente sotto al segno radicale abbia un 
fattore da cui possa cslrarsi la radice che V indice del radica- 
le nc dinota, si potrà il radicale ridurre a forma più semplice , 
facendo svanire tal fattore da sotto al segno radicale, c molti- 
plicando il coefficiente del radicale per quella radice ili esso 
fattore. 
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36. Di pii» , se la quantità a~ debba elevarsi alla potenza 
p intera o fratta , bisognerà prendere nel primo caso quel 

moltiplico di che vicn dinotato da;» ( 29 ) , e nel secon- 
do quella parte di clic p ne dinota ( 31 . ) , e sarà quel 

moltiplice o questa parte di ™ 1’ esponente rispettivo della 

potenza o della radice cercata . Poiché in quel primo caso il 

nuovo esponente — contenendo p di volte l’ altro — la 
n n 

mp m 

quantità a * dinoterà la potenza p di a “ ( 29. ) , e nel secon- 
do caso Posponente — contenendosi p di volte nell’ altro — 

1 pn r u ' 

m 

anche la quantità dovrà contenersi p di volte nell’altra 

m 

a', ; e perciò quella sarà la radice;» di questa (31 .) Val quan- 
to dire , che : 

Si eleverà una data quantità a data potenza , moltiplicando 
l' esponente di quella per f indice di tal potenza. 

Ed al contrario : 

Si estrarrà da una quantità data la radice di un dato qra- 
do , dividendo 1 esponente di quella per f indice di tal radice. 
Così volendo elevare a’ a quadrato, questo sarà a 3 -’ = a e , 

e volendo elevarvi V« > tal quadrato sarà quanto a* a? 

Ì 

= Va’- D' onde si rileva più specialmente , che : 

37 . Volendo elevare un radicale a data potenza , basterà 
elevarvi la quantità sotto il segno ; 0 pure sopprimervi il segno 
V » nel caso che la potenza cercata sia del grado stesso di 
quell indice . 

Al contrario , volendo estrarre da a 3 la radice seconda , 
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essa (36.) sara = a 1 = >/«’ = « V« ( 35 0- E vo * 

lcndola di V a , essa sarà a * = a* =V a • Cioè : 

Si estrarrà la radice da un radicale , moltiplicando F indi- 
ce del radicale per quello della radice che da esso si vuole e- 
strarre ; o pure estraendola dalla quantità sotto il segno , se 
questa sia potenza perfetta del grado della radice da estrorsi. 

Così V V = «”=«" = Va'. 

38. Ritornando nuovamente a ciò che fu stabilito nel §.31 . 
si vcdià , che avendosi un radicale della seguente forma 

yj a’"' , 1’ esponenziale frazionaria che le corrisponde sara 

r* 2 m i , 

— o" = V°” > *l ua ^ cosa “mota , che : 

Se mai F indice , e F esponente generale della quantità sot- 
to al segno radicale si moltiplichino per uno stesso numero , 
cioè che questa si elevi a quella potenza pel grado della quale 
si moltiplica F indice del radicale ; la quantità radicale che 
per tal modo si ottiene pareggerà la proposta . 

39. Ciò premessso , se mai si abbiano i due radicali 

H * 

\Ja m e V A ' 

si vedrà eh’ essi ridotti ad esponenziali frazionarie diverran- 
no rispettivamente 

« v e a* 

-1 — 
o pure a*’ e ^* f 

se riducansi gli esponenti frazionari al medesimo denomina- 
tore ; o finalmente a 

\f a"" 1 e V*”' 

passando di nuovo da esponenziali frazionari a’ radicali. 

D’ onde si rileva , che : 

Due’ radicali d' indice diverso possonsi ridurre a due altri 
Tcspettivamcntc uguali a proposti , t dell' indice stesso, pren- 
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dendo per indice comune de’ radicali ridotti il prodotto degl' in- 
dici de' radicali proposti , cd elevando la quantità eh' è sotto 
al segno di ciascun di questi alla potenza dinotata dalC espo- 
nente dell’ altro. 

40. Che se l’ indice dell’ yn radicale riuscisse esattamen- 
te divisibile per 1’ esponente dell’ altro , sarà facile il com- 
prendere , che la suddetta riduzione de' radicali si otterrà : 
Moltiplicando V indice minore per quel quoziente che si ha 
dividendo per esso F indice maggiore ; ed elevando alla poten- 
za dinotata da tal quoziente stesso la quantità sotto il segno di 
quel radicale. 1 
* 

Così \f a 5 , e y h ridotti all' indice stesso diverranno 
* ♦ 

V«* , e \/ó\ E ciò che si ò stabilito nella presente regola è 
immediata conseguenza del §. 31 , c dell’ ordinaria teorica 
per la riduzione de’ fratti allo stesso denominatore. 
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CAPITOLO III. 

Del segno corrispondente alle quantità’ algebriche 

DOPO LE OPERAZIONI ARITMETICHE CHE SI FANNO CON ESSE , 
CIOÈ SOMMA , SOTTRAZIONE , MOLTIPLICAZION E , DIVISIONE , 
ELEVAZIONE A POTENZA , ESTRAZIONE DI RADICE. 


41. Le quantità algebriche potendo presentarsi nel calco- 
lo col segno -f- , o col — , come si è di sopra veduto (24.), 
bisogna perciò esaminare qual effetto produca ne’ risulta- 
menti delle calcolazioni suddette questa diversità de’ segni. 

42. Primieramente, per la somma è chiaro che nessuna al- 
terazione possa iudurrc nel risultamcnto di essa la diversità 
del segno de termini analitici da sommarsi , mentre la natura 
stessa dell’ operazione indica chiaramente che le quantità 
date debbano comprendersi nella somma col segno stesso cho 
avevano . 

43. K chiaro ancora , che nella sottrazione , qualunque sia 
il segno della quantità su cui si opera la sottrazione, se quello 
dell' altra che se ne sottrae sia positivo , cioè -f- , debbasi 
( ambiare in — , come sta detto nel §. 22 ; cioè che da A 
sottraendo -f B , la differenza debba essere A — D , qua- 
lunque lèsse il segno della A. Di tal che, se questa già indica- 
va il risultamcnto di una sottrazione giusta il terzo caso del 
§.23 , c però fosse una quantità negativa , la nuova sottrazio- 
ne che da essa operasi non farà che accrescerla : la qual cosa 
è evidente ; poiché lai nuova sottrazione si può considerare 
come eseguita ad un tratto da quella quantità sulla quale o- 
pcraiido la prima sotlraziouc crasi ottenuto il residuo — A . 

Cosi se da 7 si fosse sottratto 9 , sicché il residuo fosse 
stalo — 2 , e poi di nuovo dal — 2 si sottraesse -J- 3 , ciò 
equivale a sottrarre da principio 9 -j- 3 , cioè 12 , da 7 ; e 
però il residuo risultante dovrà essere — 5 , cioè quanto U 
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— 2 prima ottenuto aggiunto al — 3 risultante dalla secon- 
da sottrazione. 

Resta ora a yedere cosa avvenga allorché da A si sottrae 
— B. Or in tal caso è chiaro, che aggiugnendo a queste due 
quantità una stessa quantità -(- B , e poi eseguendo la sottra- 
zione , non debba soffrir cambiamento la differenza cercala, 
che perciò la differenza tra A e — B sia quanto quella tra 
A -\- B e — B + B , cioè tra A 4 B e zero, e quindi ugua- 
le ad A 4 B . Adunque per eseguir la sottrazione di — B 
da A , conviene aggiungere ad A il — B con segno cambia- 
to . Ma la stessa aggiunzione col cambiamento di segno si è 
già veduto aver luogo nell’ altro caso ove da A voleva sot- 
trarsi -f- B. Adunque generalmente : 

Volendo sottrarre una quantità algebrica da un ’ altra , bi- 
sogna cambiare a quella da sottrarsi il segno nell opposto , 
cioè il 4 in — , o il — in ed aggiugnerla all' altra <f on- 
de vuol sottrarsi. 

44. Passando adesso alla moltiplicazione , potremo pren- 
dere come postulalo , che + A X 4 B = 4 AB ; resta a- 
dunque a vedere qual segno tocchi al prodotto di -} -A per 

— B , e di — A per — B . Or nel primo di questi casi è 
chiaro che il segno del prodotto non possa essere -f ; poi- 
ché altrimenti un tal prodotto sarebbe identico all’ altro di 
+ A per -j- B ; c quindi essendo pur identici i fattori 4 A 
e 4 lo dovrebbero aneli’ essere gli altri due 4 B e — 2?; 
da che si trarrebbe, con aggiugnersi di comune 4 ^ , 2 B—o. 
Che perciò il prodotto di 4 per — B dovrà essere — AB. 
Vale a dire , che : 

Quando V un de fattori e negativo , il prodotto sarà anche 
negativo . 

Finalmente , con un ragionamento analogo al preceden- 
te si rileverà , che il prodotto di — A per — B debba es- 
sere 4 -AB ; mentre supponendolo — AB , verrebbe a con- 
fondersi con quello di 4 ^ per — B ; clic perciò sarebbe 
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come poc’ anzi + B = — B ,c 2 B = o . E però : 

Quando i due fattori sono negativi, o sia entrambi affetti dai 
segno — , il prodotto risulterà positivo. 

45. Adunque dalle precedenti considerazioni rimane stabi- 
lita 1’ ovvia regola pe’ segni nella moltiplicazione , cioè che : 

Gli stessi segni de fattori danno + per segno del prodotto , 
ed i diversi danno — • 

46. Or siccome ogni potenza non è che il prodotto suc- 
cessivo di fattori uguali ( 27. ) , segue perciò dalla regola 
precedentemente stabilita che : 

Sarà sempre + il segno di una potenza di grado pari di una 
quantità , sia questa positiva o pur negativa : e se il grado 
della potenza sia impari , avrà essa lo stesso segno che aveva 
la radice. 

47. Dalle cose poc’ anzi dette si rileva pure , che volen- 
dosi scindere un prodotto adetto dal segno -j- in due fattori, 
sia dubbio se questi debbano avere ciascheduno il segno + , 
o pure il — ; e che sarà anche dubbio se la radice di grado 
pari di una quantità positiva debba essere adetta dal segno 
q- , o dal — ; che perciò in simili rincontri si prefigge a qua’ 
fattori o a questa radice il doppio segno dfc . 

Così + AB = + Ax + B = — Ax— B 

e \f A’* = dfc A. 

48. Ed è anche manifesto che sia impossibile la radice 
pari di grado di una quantità negativa, ossia adetta dal — , 
mentre si è veduto che quella quantità non può giammai aver 
luogo come potenza pari di un’ altra : che perciò dagli ana- 
listi , a questa specie di radici che occorre considerare nel 
calcolo algebrico , come a suo luogo vedremo , si è dato il 
nome d’ impossibili, o più comunemente di radici immaginarie. 

Tal’ è , per esempio, \J — A" . 

49. Le considerazioni stesse stabilite pe' segni nella mol- 
tiplicazione traggono con loro , per immediata conscgucn- 
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la la regola pe’ segni nella divisione . Imperocché essen- 
do -f AB = + A X + B i° pnm a — A X — B , è egli 
chiaro , che se AB si divida per -f A debba corrispondente- 
mente risultarne per quoziente 1’ altro fattore -f- B , e divi- 
dendo -f AB per — A dovrà esser — B il quoziente . 

In oltre, poiché — AB = — A x + B, si vede perciò, 
che dividendo — AB per -f B debba risultare per quo- 
ziente — A ; ed al contrario , prendendo per divisore di 
— AB il fattore — A, il quoziente dovrà essere 1’ altro fat- 
tore + B . 

Vale a dire , che del pari che nella moltiplicazione : 

Allorché il dividendo e ’l divisore hanno lo stesso segno , il 
quoziente è positivo ; ed è negativo se quelli abbiano segni 
diversi . 
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CAPITOLO IV. 

Della diversità’ che passa tra la natcra delle opera- 
zioni ALGEBRICHE E LE ANALOGHE DELLA VOLGARE ARITMETICA. 


50. L’ Algebra essendo , come fu da principio detto , un’ 
Aritmetica universalizzata , conviene che nel trattar di essa 
si abbia sempre la mira a mostrare la corrispondenza , o la 
diversità tra le operazioni che si eseguono col calcolo aritme- 
tico, e le corrispondenti ad esse nel calcolo algebrico ; che 
perciò sebbene quello che saremo per dire nel presente ca- 
pitolo si possa agevolmente rilevar da chiunqne pongasi a 
riflettere su quanto ne precedenti si b detto, nulladimeno non 
abbiamo stimato inopportuno pe' giovani , che ciò sia ad es- 
si manifestamente esposto. Intanto è uopo stabilire prima di 
ogni altra cosa le seguenti definizioni di alcune voci. 

51. Per Monomio , o Termine analitico s’ intende una qua- 
lunque espressione algebrica non interrotta da segni, ma con 
quel solo che le appartiene . Tali sono 

. „ , , , , m.a ì x ’ \/q 

+ 3o x'y , — 4oV? , + -■ - ; ■ , cc. 

ò p\ y 

52. Più monomi scritti l’ un dopo 1’ altro , ed enunciati e 
presi come una sola espressione algebrica , diconsi Polino- 
mio . Ed ogni polinomio prende poi più specialmente il nome 
di binomio , trinomio , quadrinomio, cc. dall’ esser due, tre, 
quattro , o più i termini che compongono L’ espressione che 
lo dinota. 

Così 1 3 d'b — 5 xy è un binomio. 

3 d'b — hxy -f- Uz è un trinomio. 

3 d'b — 5aj -f- 4 ; — 4 a’ è un quadrinomio, 

cc. — 

* Si avverta che il segno -f- si sopprime si innanzi ad un monomio 
che di esso sia affetto , $1 innanzi al primo termine di un polinomio. 
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53. Or poiché , com’ è chiaro , il valore della quantità 
rappresentala da un monomio algebrico risulta dalle lettere 
accozzate che io esso contengonsi , c da’ rispettivi esponen- 
ti di queste , senza che vi contribuiscano affatto i coefficien- 
ti , i quali servon solo ad esprimere i moltiplici, o suramol- 
tiplici di una quantità , e senza che vi contribuiscano i se- 
gni , che si è veduto essere accidentali alle quantità, risul- 
tando essi dalle operazioni che su quelle s’ istituiscono , ne 
segue perciò, che ogni qual volta due monomi algebrici con- 
terranno le stesse lettere , e per le identiche di queste gli 
stessi esponenti , variando poi , se così avviene , De' coeffi- 
cienti , essi esprimeranno in diversa quantità la cosa stes- 
sa ; e se variano anche ne’ segni , dinoteranno anche diverso 
stato di quella tal cosa . Cosi i monomi 3 a'x e ba'x non in- 
dicano, che la stessa quantità rappresentata da a'x presa pri- 
ma 3 volte , e poi 5 volte . Or i termini analitici così con- 
dizionati diconsi simili. Ed e manifesto che siccome essi rap- 
porlansi alla stessa unità , che può esser rappresentata dal 
complesso della parte letterale di ciascun monomio , si po- 
tranno ridurre facilmente ad un solo, con la somma de’ coef- 
ficienti , se essi avevano il segno stesso , e col sottrarre dal 
coefficiente maggiore il minore , dando al residuo il segno 
di quello , se tali monomi erano di contrario segno. 

Cosi per esempio i due monomi 

3 a'x -f 5 a'x equivalgono a 8a\r ; 
c gli altri q; 3 a'x ± 5 a’x. equivalgono a dt 2 a'x . 

Considerando la prima volta la linea de' segni superiori , 
e 1’ altra quella degl' inferiori . 

54. Questa operazione per mezzo della quale due o più 
termini simili riduconsi ad un solo, dicesi contrazione , o ri- 
duzione . 

55. Dalle considerazioni precedentemente stabilite si rile- 
va , che la contrazione non possa aver luogo tra termini a- 
nalitici dissimili, come per esempio oax c 5 a'x' , o pu- 

4 
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re 3 a'x e 5 b'y ; ciò non ostante nulla impedisce che l’ ana- 
lista consideri astrattamente queste quantità dissimili, ed an- 
cora di diversa Datura , sommate insieme o sottratte 1' una 
dall’ altra , e quindi delle poc anzi dette s' indichi 
la somma per 3 a'x -f- 5<i\r* 

la differenza per lia'x — 54 V. 

50. Ecco già una delle principali differenze tra le opera- 
rioni aritmetiche c le algebriche . L’ Aritmetica non può i- 
stituir somma , o sottrazione , che tra quantità numeriche 
rapportabili alla stessa unità, o ad unità correlative , e quin- 
di tra quantità o affatto simili , o clic vi sicno riducibili , 
mentre 1' Algebra estende tali operazioni anche alle quantità 
dissimili ; il che fa clic solamente questa sia suscettiva di 
effettive espressioni polinomie. 

57. 1/ ultra esscnzial differenza tra il calcolo aritmetico c 
I’ algebrico consiste , nel dar quello 1’ effettivo risultamento 
delle operazioni che con esso si cercavano , mentre questo 
non fa altro , come fu già detto nel§. 10 , che indicare in 
prospetto le operazioni aritmetiche da eseguirsi per ottener 
quel risultameulo , allorché le quantità letterali si cambias- 
sero in numeriche. Cosi, per esempio, lespnessionc 3«’.r non 
è già il valore enunciativo del prodotto de’ tre fattori , cioè 
di 3 , del quadrato di a e di x , ma una semplice indicazio- 
ne di tal prodotto , il quale solamente si otterrebbe , allor- 
ché dando ad a , x i valori numerici rispettivi , si eseguisse 
il quadralo di «, c poi si moltiplicasse per 3 , c pel numero 
die vien rappresentalo dalla x. Cosi che ponendo, per un ca- 
so, a = 10, e però a' — 100, x =5, la quantità 3 a'x pren- 
derebbe il valore enunciativo rappresentalo da 3x100x5 
= 1500. Da ciò é manifesta la differenza tra il risultamento 
di una operazione aritmetica , e quello della simile operazio- 
ne algebrica ; poiché il primo non é che individuale , o appar- 
tenente ad una sola di tali operazioni , mentre 1 altro é uni- 
versale , e comprende tulli gli altri casi analoghi. 
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58. In oltre è ancor chiaro , che ne’ risultamene aritme- 
tici non si possa scorger la via per la quale vi si è pervenu- 
to ; e quando anche questa sappiasi , s’ ignora pure da’qua- 
li dati si è parlilo ; mentre e quella e questi evidentemente 
si mostrano ne’ risullamenli del calcolo algebrico ; vedendo- 
si come in prospetto la natura delle operazioni che ha bi- 
sognato effettuare per ottenerlo , e le quantità che vi han- 
noservito di base . Così , per esempio , ritrovandosi il pre- 
cedente numero 1500 per risultaraento di un calcolo arit- 
metico, non si può da esso discernere con quante e quali o- 
perazioni siasi ottenuto , avendo potuto derivare egualmen- 
te per sommu, per residuo, per prodotto , per quoziente re., 
o da queste operazioni in qualunque modo combinate insie- 
me , e ciò in infiniti modi diversi ; il che , quando anche 
fossero note le specie di operazioni che lo hanno prodotto , 
ci lascerebbe tuttavia nell’oscurità degli elementi d'oude si è 
partito ; ma al contrario 1’ espressione algebrica -ia'x fa in- 
tuitivamente conoscere, eh’ essa risulta dal prodotto del qua- 
dralo di a per la x preso 3 volte . £ ciò basti per ora sul 
presente argomento . 
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CAPITOLO V. 

Del calcolo algebrico. 


59. In questo capitolo nel quale imprendo a trattare del 
calcolo algebrico , comprenderò per le principali operazioni 
di esso le quantità in generale , razionali o irrazionali , inte- 
re o fratte : poiché come si è già veduto ne’ §§. da 29 a 33 , 
unica è la loro natura , e differisconsi solamente nella spe- 
cie , per la qualità del loro esponente intero o fratto , positi- 
vo o negativo . £ quelle principali operazioni , sono , come 
nell' Aritmetica volgare , la somma , la sottrazione , la mol- 
tiplicazione e la divisione , delle quali eccono parlitamentc 1’ 
andamento. 

DELLA SOMMA , E SOTTRAZIONE. 

CO. Per ciò che spetta alla somma , e sottrazione delle 
quantità algebriche , non v’ è bisogno di stabilire alcuna re- 
gola , rilevandosi dal §. 42 , che la somma di esse si ottie- 
ne col disporle 1’ una dopo l' altra col proprio loro segno, ed 
eseguendo la contrazione tra i termini simili , se mai ve ne 
sono ; e che la sottrazione uon è altro , che una somma del- 
la quantità da sottrarsi , col segno cambiato, all' altra d’ on- 
de si vuol sottrarre (43.) . Sicché basterà per tali due ope- 
razionijl recar qui il seguente 

Esempio. 


! 3a’x — 7Py' -j- 4 r\Jy — §y\Jx 
2 a'x’— 5 by + ~ — 0 y\Jx' 

Potendo supporre tali espressioni già disposte V una in 
continuazione dell' altra eseguendo in esse la contrazione si 
avrà per loro 


somma 


3a 


fìx 


'x -f- 2tt , x’ — 1 24’/’ + 4 x\Jy + — 1 1 y\]x 
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E così pure cambiando i segni a’ termini di quella che vuol 
sottrarsi , o sia alla seconda di esse , e poi eseguendone la 
somma con l’ altra si otterrà il 

residuo 1 3a’x — ‘lax' — 24’y’ -J- 4 x\]y — — -J- y\Jx 

t 7 y 

Gl . Ove è da notarsi solamente , che i quarti termini del- 
le espressioni date , cioè — §y\/x , e — G y\J x' , i quali 
contengono per fattori quantità radicali , sono simili , seb- 
bene non 1' apparissero a prima vista , per essere quello della 

4 

seconda di esse , cioè — suscettivo di riduciamolo a 

— G jr \Jx ( 38. ) ; ha però bisognato eseguirvi prima una 
tal riduzione , ed indi la contrazione. 

62. Chi volesse poi convincersi della verità di quel re- 
siduo , anche partendo dall’ ordinaria nozione , che di esso 
si ha , cioè che debba il medesimo aggiunto alla quantità 
che si è sottratta produrre l’altra sulla quale si è operata la 
sottrazione , troverà ciò vero effettuando tal somma. 

63. Allorché però nelle espressioni proposte per la som- 
ma , o per la sottrazione vi sono fratti ; i risullamcnti di ta- 
li operazioni sono ancora suscettivi di riducimento, del che 
tratteremo dopo di aver esposte le regole per la moltiplica- 
zione , e per la divisione delle quantità algebriche. 

DELLA MOLTIPLICAZIONE. 

64. In primo luogo sia da moltiplicare 

il monomio m.a p x 9 

per /’ altro n . b r y‘ 

ove ra, «, p, q, r, t dinotino qualunque numeri razionali . É 
chiaro dal jj. 17 , che verrà dinotato 

il prodotto da mn.a ! ’b r x q y ‘ . 

Ciò posto , passiamo ad esaminare particolarmente le diver- 
se forme che prende tal prodotto secondo i segni e la qualità 
intera o fratta degli esponenti p, q, r, t. 
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65. Primieramente sia negativo 1’ esponente q , sicché quel 

primo fattore si trasmuti nel fratto — - — ( 33.) : è chiaro, 

che il prodotto di sopra indicato prenderà in questo caso la 
mn.a l ’b r y‘ 


forma 


0.1 


D’ onde si rileva che : 


Un monomio frazionario si moltiplica per un altro monomio 
intero , moltiplicando il numeratore del fratto per V intero , o 
ritenendo nel prodotto lo stesso denominatore del fattore fra- 
zionario . 

66. Ed essendo negativo anche l' esponente t della y nel- 
T altro fattore , sicché questo si riduca ad ; quel pro- 
dotto da prima ottenuto diverrà della seguente forma ” 1 ”^, 

e ciò mostra che : 

Due monomi frazionari si moltiplicano fra loro , moltipli- 
cando fra loro i numeratori , e fra loro anche i denominatori. 

67. Che se l'esponente q della x fosse stato un fratto, per 

esempio — sicché quel primo fattore si cambi in mn.a r \Jx h 
( 31. ) , il prodotto di sopra espresso prenderà anch’esso la 

M 

forma mn.a T b r y t \J x* . 

E da ciò si rileva , che : 

Un monomio razionale si moltiplica per un altro mono- 
mio radicale , moltiplicando il coefficiente di questo , cioè la 
quantità , eh’ è fuori del segno radicale , per quel primo mo- 
nomio . 

68. E supponendo in oltre esser anche fraiionario V espo- 
nente t , ed espresso da ~ , sicché il fattore ove contiensi 

f 

la y' sia della forma n.b" \fy‘ , in tal caso quel prodotto 
prenderà la forma 


Digitized by Google 



elementare 


3 e 


u I 

m.na F b r ^x 1 ' \Jy* 

Ov’ è da avvertirsi che siccome i due fattori 

k i 

\^x* e yjy 

ridotti allo stesso indice ( 39. ) corrispondono a 

■1/ al 

\Jx M e \Jy lu 

il cui prodotto è \Jx'"y' , cosi quel prodotto già indicato 

ut 

di sopra diverrà mn.a r L r >J Cioè a dire che : 
Due monomi radicali si moltiplicano fra loro , riduccndo 
prima que’ radicali allo stesso indice , e poi moltiplicando fra 
loro i coefficienti di questi , ed anche fra loro le quantità sotto 
a' segni de ’ medesimi radicali. 

69. Che se i fattori proposti fossero nel tempo stesso radi- 
cali e frazionari, si otterrà il prodotto, com’è di per se chiaro, 
combinando insieme le regole date ne’ numeri precedenti. 

70. Operando nell’ anzidetto modo si troverà, che il pro- 
dotto de’ due monomi 


3 n’\Ar’ c\Jz So’c^r^z 1 

• e i sia T 

Ib'yjy 4 r\/u 3 8 b'rSjtPy' 

7 1 . Sicché per la moltiplicazione de’ monomi algebrici 
non resta altro caso a considerare. 

72. Suppongasi ora che sia polinomio 1’ un de’ fattori ; 
ri sulterà il prodotto di esso per l’ altro fattore monomio , 
dalla somma de’ prodotti parziali di ciascun termine di quel 
polinomio per questo monomio : e 1’ operazione a farsi per 
questo caso rientrerà perciò nel precedente , come lo mo- 
stra V esempio , che or segue : 

Tauri 

h«y 

Prodot. 6 a i xy — 8 a'b'y' -j- 10 a'y\Jx' 

73. Se di ciò , che intuitivamente per altro rilevasi , si 
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volesse ancora una dimostrazione , essa potrà ottenersi con 
un ragionamento analogo a quello della prop. 7.1ib. VII. di 
Euclide , nel seguente modo. 

Sia A -f B + C = M : dico che debba esser pure AP -f. 
BP + CP = MP . 

Imperocché, per la natura della moltiplicazione 9 , P mi- 
sura AP per le unità che sono in A ; e similmente P misu- 
ra BP per le unità che sono in B , e la stessa P misura CP 
per le unità che sono in C . Adunque P misurerà AP -f BP 
-f CP per le unità che sono in A -f- B-f- C , o sia in M. Ma 
P misura MP anche per le unità che sono in M. Adunque P 
misura egualmente AP -J- BP -f CP , che MP , e però que- 
ste due quantità sono uguali. 

74. Finalmente essendo polinomi ambo i fattori , risulte- 
rà il prodotto , coni’ è chiaro , dalla somma de' prodotti di 
un di essi per ciascun termine dellàllro ; del che eccone un 
esempio : 



3a\r 

2o> 


— 4 Py -|- v>\Jx' 

— 


Prod\ Ga*xjr — 8a'by 

parz.j — - ^2a’(jx\/y -}- 1GA 'qy\Jy — 

Proti. I Gairy — Sa’A’j- 1 1 Oa'y\Jx' — 1 1 Gb'qySjy 

‘ 0L I - 20 qVry 

75. Ed è da osservarsi, che sebbene sia arbitraria la ma- 


niera di disporre i prodotti parziali, pure conferisce in alcu- 
ni casi alla contrazione il disporre que tali prodotti in mo- 
do, clic i termini simili si corrispoudano in una stessa linea 
verticale : 


9 È noto dagli Elementi di Aritmetica , che l' unità stia all' un de' 
fattori , come 1‘ altro fattore al prodotto , vai quanto dire , che 1' un 
de' fattori si contenga , e ch e lo stesso misuri il prodotto , per quanle 
volte 1' unità si contiene , ossia misura l'altro fattore. 
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Fattori ! « + \ 

Prod-par. j 

Prod.tot. a' * — ù’ 


76. Questo risultamento mostra per intuizione clic * 
Moltiplicando la somma di due numeri , per la loro dìffe- 

tenta . il prodotto che si ottiene è quanto la di/fercnta de qua- 
drati di que numeri stessi. 

77. Pe’ due precedenti casi della moltiplicazione ( 72. e 
74. ) conviene avvertire , che ove avvenga, che 1’ un de’ fat- 
tori , o pur tutti due sieno quantità frazionarie , o pur radi- 
cali , si dovrà alle regole in essi date per ottenere il prodot- 
to , accoppiar quelle stabilite nel primo caso relativamente 
a tali specie di quantità ; le quali regole sebbene ivi si veg- 
gano stabilite pe’ monomj , pure ognun rileva facilmente che 
niente impedendo perchè ciascuna delle lettere che indicava 
nn monomio , o un suo fattore , rappresentasse un polinomio 
qualunque, si possano perciò esse ad ogni specie di polino- 
mi algebrici estendere . Ed i seguenti esempj mostreranno 
in prospetto 1' uso delle medesime : 


(3a’s-44’y)X 


Iry -j- ’*g' (3a 3 x — 44’y) X f2xy + 4 q 

3m‘ -f- 4n' 3m‘ -|-4n* 


6a 3 x'y — 86’xy’-f- 11 a'q'x — lGt’iy'y 

3m* + 4n* 

3a 3 x— 44 3 y 2xy 4y* (3<i 3 x — 46'y)X'2xy -f- 4 q') 

o* — 4* 3m‘ -J- 4i*‘ (a’ — 4*)X(3nt’ + 4n*) 

6« 3 x’y — 84Vy* -f- 1 ìn'q'r — 1f>4'y’y 

3u‘m’ — 34‘m 1 -J- ia’n* — 46’i»* 
(3a 3 x— 44'y)x3yV(2ry+ 4y’)=(9a 3 xy— 124y)Vi2xy+4y’) 

=9a 3 xyV(2xy-j-4y*)— 124'y* V(2xy-|-4y ) 

(3«’x— 44’ Vy) X 3y V , (2xy+4j , )=9a 1 xy v'f2xy-}-4}’)— 1-24’y V(2xy + 4y *y) 

5 
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BELLA DIVISIONE» 


78. Vogliasi ora dividere il monomio 

m.ai’z 1 per 1’ altro n.b r y‘ 
ove similmente sieno m, n, p, q, r, t numeri qualunque posi- 
tivi o negativi , interi o fratti ; il quoziente verrà espresso 
m.arxf . . m 

da,fraUo Uy (17,) 0SS,a T'ly ‘ 

79. Or suppongasi, che 1’ esponente q sia negativo, sicché 

vn n? 

il dividendo m.a p x“ f si camlni(83.) nel fratto — ; il quo- 
ziente poc’ anzi ottenuto si trasmuterà anch' esso nell’ altro 

—, — - — ; dal quale si rileva che : 

«i é r x ? y 

Pur dividere un fratto per vn intero , bisogna moltiplicare 
per l' intero il denominatore del fratto . 

80. Che se fosse pur negativo 1’ esponente t , sicché il di- 
visore proposto sia anche frazionario, ed espresso da — -j— , 

quel quoziente sarehbcsi cambiato in m °hiplican- 

f 

do per y‘ sì il numeratore che il denominatore di tal fratto , 

il che non altera il suo valore , poiché ciò equivale a molti- 

m aPj' . . 

nlicare il fratto per 1 , esso diverrà — * — — . U onde si ri- 
v 1 n 6 r j.» 

leva , che : 

Il quoziente di un fratto per un altro corrisponde al pro- 
dotto del primo per lo secondo rovesciato. 

81. Che se V esponente q della x nel monomio dividendo 

fi # # # *» 

tnM f x q fosse un fratto — , sicché esso si trasmuti in m.a?\] x k 9 
u 

u 

m.nft/x* m n r * 

esprimerà = yx* “ quoziente di esso per 

H.by' ; d’ onde si rileva che : 
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Un monomio radicalo si divide per un altro razionale divi- 
dendo il coefficiente di quello pel coefficiente di questo , e mol- 
tiplicando pel quoziente il fattore radicale del primo. 

82. Ed essendo anche frazionario l’ esponente l del divi- 


sore , cd espresso da , sicché il divisore n.b'y' corri- 

i 

sponda ad n.b'yj/ ; il quoziente 


n.a r \Jxf m.a<’ 




indicherà che : 

Si divide un monomio radicale per un altro di simile natura 
dividendo F un radicale per V altro , e dando per coefficiente 
al quoziente quello che si ottiene dal dividere i coefficienti de ’ 
radicali rispettivi. 

83. E non è fuor di proposito avvertire , che tutta le pre- 
cedenti regole per la divisione de’ monomj algebrici, avreb- 
lionsi potuto anche ricavare da quelle già date per la molti- 
plicazione, partendo dal principio , che il quoziente debba 
essere tal quantità , che moltiplicata pel divisore riproduca 
il dividendo. Dal qual principio è anche facile rilevare che : 

Volendosi dividere un polinomio per un monomio , biso- 
gni dividere ciascun termine di quel polinomio per tal mono- 
mio ( 72. ). 

84. Dal principio stesso ricaveremo la regola per la di- 
visione di un polinomio per un altro. 

Rappresenti dunque A -f B + C + . . . un polinomio da 
moltiplicarsi per l'altro M + N -f ...Egli è chiaro dal §.74, 
che il prodotto cercato debba risultare da’ seguenti prodotti 
parziali cioè 


Ax[ M + N + ... ] 
Bx[ M + N + ... ] 
Cxl M + » + ... ] 


ec. 
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da’ quali prodotti parziali si rileva per intuizione , che 1’ A 
termine dell’ un fattore entri per moltiplicatore in tuli’ i ter- 
mini dell' altro , e similmente il B , e 1 C , ... Adunque 
volendo dividere quel prodotto totale 

AM + AN ... + BM + BN ... + CM -j- CN ... 
per A + B + C + ... , se prendasi in esso un termine qua- 
lunque che sla divisibile per un altro del divisore, come per A, 
stabilendo 1' uno e l’altro per primi rispettivamente delle due 
espressioni , come per esempio AM ed A, e si esegua la di- 
visione dell’ un monomio per 1’ altro , il quoziente M dovrà 
essere un de’ termini dell’ altro fattore , per esmpio M ; o 
questo moltiplicato per l’ intero divisore A -J- B -f C •+■ ... 
dovrà avere nel dividendo proposto tanti termini di rincon- 
tro , co’ quali si dovrà perciò distruggere eseguendo la sot- 
trazione di tal prodotto dal dividendo , a meno che la con- 
trazione non avesse fatto scomparire qualche termine in quel 
dividendo , nel qual caso la presente sottrazione vel resti- 
tuirebbe . In seguito della Cuora descritta operazione do- 
vranno , nel residuo che si ottiene, sparire tutt’ i termini 
che couleneano la M , non restandovi che solamente quelli 
che risultavano dui prodotto di A -f- B -f C -f- ... per N -f ... 
che perciò , preso in tal residuo un termine divisibile per 
quello stesso A del divisore , ed eseguita la divisione di 
quel termine per questo , si avrà un altro quoziente N , che 
similmente moltiplicalo per l’ intero divisore A-J- B -f C-j-... 
dovrà trovare nel residuo di poc’ anzi , che ha fatto da di- 
videndo , altrettanti termini di rincontro , co’ quali si di- 
struggerà per la sottrazione, dando luogo ad un nuovo resi- 
duo , in cui non dovrà più trovarsi nè men per fattore la 
N : e così in seguito. 

85. £ facile comprendere dal già detto , che la divisione 
non possa tentarsi , che solo quando sienvi lettere comuni 
al dividendo ed al divisore ; e che l’operazione incomincia- 
ta si arresterà quando ciò si trovi non aver più luogo . Sic- 
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ckò dopo le cose esposte nel precedente paragrafo , potrà 
stabilirsi per tale operazione la seguente regola. 

Per dividere un polinomio per un altro , si ordini il divi- 
dendo c l divisore per rapporto ad una stessa lettera , e 
poi si divida il primo termine del dividendo per lo primo del 
divisore ; il quoziente che si ha si moltiplichi per f intero di- 
visore , e tal prodotto si sottragga dal dividendo. Indi ordi - 
dinato il residuo per la stessa lettera , si continui la divisio- 
ne come poc anzi , finché o si abbia per ultimo residuo il 
zero " , o pure si pervenga a tal residuo , che non possa più 
continuarsi la divisione *’ . 

8G. Per ora supporremo ne’ seguenti due esempj aver luo- 
go il primo de’ suddetti casi : 

Esempio I. 

Divisore Dividendo 

Sa'—Wb+hu'b' — 22a 6 5-j- 1 2a s 4* — 6a 4 4 3 — 4a 3 4 4 +8a’4‘ 

Quoz.a — 4a 6+24 

5 u 7 — 20*4+ 4o 5 4* 

res. — 20« c 4-f- 8a 5 4’ — 6a 4 4 3 — 4o 3 4 < -|-8(t’4 s 
— 20« e 4_f. 8o 5 4’— IGoW 

2* res. -f- 1 Oa 4 4’ — 4a 3 4 4 -f-8a’4 s 

-(-1 0« 4 4 s — 4o 3 4 4 -i-8a’4 I 

3” res . 0 0 0 

Le espressioni date si sono ordinate per rapporto alla let- 
tera a , e la divisione si nel dividendo proposto, che in cia- 
scuno de’residui , si è sempre fatta pel termine 5<z 4 posto in 
primo luogo nel divisore. E la precedente regola, e ciò che 

10 Cioè si dispongano i termini dell’ uno o dell’ altro secondo gli espo- 
nenti di questa lettera. 

1 * Il che dinoterà che quel divisore era cfTettivamonto un fattore del 
dividendo , T altro do’ quali vien dinotato dal quoziente. 

* * Gel qual caso ragioneremo di qui a poco nel seguente capitolo . 
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ora abbiamo detto è (officiente a far intendere sena’ altra 
spiega 1’ andamento dell’ operazione fatta. 

Eikmo II. 


a — b 

a* -fi» 

Quoz.a'-\-a’b-{-ab’-+-b* 

a 4 — a?b 

1° rea. 

1 1 

'a "a 
++ 

2*res. 

4- o*6* — fi 4 
4. a’fi* — ofi J 

3 * res. 

4 - ai 1 _ 6* 

4 _ ci 5 — fi 4 

fi'res. 

0 0 

87 . Termineremo quest’ argomento della divisione con 

dimostrare il seguente 


Ttonii. 

Se la quantità algebrica P risultante da’ due fattori M,N t 

sia esattamente divisibile 

per F altra D ; dovrà ancora esse r- 

lo r un de' fattori AI, o 

N di essa. 


Imperocché essendo P = M xN, e P divisa per D dando 

MxN 

per quoziente esatto la quantità Q, dovrà essere Q = — — 
Ma M ed N essendo entrambe fattori di P ne sono però di- 

P P . 

visori esalti , e però > 0 c un espressione intera. A- 


dunquc ancor tale 


dovrà risaltare 


N M 
I) » ° D 
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CAPITOLO VI. 

Conseguenze che dal precedente capitolo traggonii 

PER LA RIDUZIONE De’ FRATTI. 


88. Essendo 


P± Q P j. Q . , . 

— y — = y ± y (74) si Tede , che 


Incontrandosi nel calcolo fratti dello stesso denominatore , 
la loro somma , ola differenza dell un di essi dall altro , sup- 
posto che sien due , si ottiene col sommare o sottrarre i loro 
numeratori , conservandovi quel denominatore comune. 

Ed è questa per appunto la regola per la somma , e sottra- 
zione de’ fratti , quando abbiano un comune denominatore. 

89. Che se essi non abbiano un comune denominatore sarà 

M P 

facile ridurveli nel seguente modo . Sieno e — i fratti 

proposti ; si potrà inserire nel numeratore e denominatore 
del primo il fattore Q dinotato dal denominatore dell’ altro 
fratto , senza che si alteri il valore di quello ; e viceversa 
si potrà inserire nel numeratore c denominatore del secondo 
fratto il fattore N dinotato dal denominatore del primo , sen- 
za alterare il valore di questo secondo fratto , per la quale o- 
perazione i due fratti che si ottengono , avranno per comune 
denominatore il prodotto de’ denominatori de’ fratti dati ; ed 

. MQ NP . . . , 

essi saranno 1 seguenti -^q - , • Adunque estendendo 

a mano mano questa riduzione a più fratti, e deducendone la 
regola generale per eseguirla , sarà questa la seguente : 

90. Per ridurre due o più fratti di diverso denominatore ad 
altrettanti dello stesso denominatore, ed uguali rispettivamente 
a’ proposti, bisogna prendere per comune denominatore de frat- 
ti ridotti il prodotto de' denominatori de' fratti dati ; e ’l nume- 
ratole di ognun di questi sarà espresso dal prodotto del nume- 
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valore (hi fratto dato corrispondente ad esso , pc denominatori 
di tulli gli altri fratti dati. 

Così se fossero dati i fratti t 

M JP R 

¥ Q s 

i loro corrispondenti fratti ridotti saranno 
MQS NrS NQR 

NQS NQS NQS 

91. Che se i fratti proposti fossero stati della seguente 
M P 

forma ■ , i denominatori de' quali hanno il fattore 

comune Q , è chiaro clic per ridurli allo stesso denominato- 
re basterà semplicemente moltiplicare i termini del primo 
fattore per R , e quelli del secondo per N , cioè ciascuno di 
essi per que’ fattori non comuni a loro denominatori. Di tal 

. M P 

che , se i fattori proposti fossero stati , ~, ne qua- 
li a dirittura il denominatore Q del secondo sia un fattore 
di quello NQ del primo, sarebbe stato sufficiente ad eseguir 
la riduzione di tali fratti allo stesso denominatore il molti- 
plicare i termini P , Q del secondo fratto pel quoziente N 
che si ha dividendo il denominatore NQ per 1’ altro Q. 

92. E s’ intende pur facilmente , che volendo ridurre un 
intero allo stesso denominatore di un fratto , bisognerà mol- 
tiplicare l’intero per quel denominatore ; sicché volendo 
sommare insieme quell’ intero el fratto, o pur sottrarre 1’ un 
di essi dall’ altro, si perverrà a questo risultatocelo dopo di 
aver eseguita la poc’ anzi detta riduzione . 

P 

Così 1’ intero M e ’l fratto — 


— presi insieme corrispondo- 

Ed al contrario , se si fosse ot- 
v 

tenuto in seguito di una calcolazione una espressione della 


no all'espressione 


MQ-fP 
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Torma poc anzi detta, eseguendo la divisione del numerato* 
re per lo denominatore finché è possibile , si tornerebbe ad 

P 

avere l’ intero M , e il fratto — . E ciò può servir di com- 
pimento a quello che fu detto intorno alla divisione nel §.85, 
facendo conoscere , che tutte le volte che la divisione dopo 
essersi continuata fino ad un certo segno viene ad arrestarsi , 
ciò dinota , che il dividendo era un’ espressione la quale ri- 
sultava dal riducimento di un intero e fratto tutto a fratto ; 
«he perciò si compirà l’espressione equivalente a tal divisio- 
ne , cioè il quoziente di essa , aggiungendo all’ intero di già 
ottenuto la frazione che ha per numeratore il residuo di 
quella divisione , e per denominatore il divisore proposto. 

93. Or poiché non si altera il valore di un fratto distrug- 
gendo ne’ suoi termini , cioè nel numeratore e denominato- 
re , i fattori comuni , se ve ne sieno , ognun comprende , 
che per tale operazione esso possa rendersi più semplice ; 
e che prenderà la forma semplicissima di cui è suscettivo , 
allorché siensi a dirittura distrutti tutt’i fattori comuni a’suoi 
termini , cioè quando il suo numeratore e denominatore sien- 
si divisi pel prodotto di tutti que’ fattori , il qual prodotto 
dicesi massimo cornuti divisore . Laonde la ricerca di questo 
massimo comun divisore è di estrema importanza nel calcolo 
algebrico ; poiché per mezzo di essa talune espressioni fra- 
aionarie possonsi presentare in forma semplicissima . E qui 
avvertiremo , che non conviene mai nel calcolo algebrico tra- 
lasciare di eseguire lotte quelle riduzioni delle quali una 
forinola è suscettiva , e che possono rendere il progresso 
della calcolazione più semplice. 

94. La stessa definizione del massimo comun divisore ba- 
sta a mostrare il modo da rinvenirlo nelle quantità monomie; 
poiché è chiaro , che si otterrà prendendo tutt’ i fattori co- 
muni ad esse, che sono facili a ravvisarsi , e moltiplicandoli 
fra loro. Così il massimo comun divisore tra le quantità 


Digitized by Google 





analisi algebrica 

2a'x'y e 12 atx'q 
è evidentemente 3aV , eli e il prodotto de’ fattori 3, a', x* 
comuni alle quantità proposte. 

95. Nel caso poi ebe le quantità tra le quali si vuole il 
massimo comun divisore fossero polioomie, i principi su cui 
ò fondala l’ anzidetta ricerca sono i seguenti : 

96. 1. Se una quantità divide esattamente due altre quanti * 
ih , dee anche dividere esattamente il residuo della divisione 
delT una di quelle per f altra. 

Sieno M , N le due quantità , che abbiano per comun di- 
visore l’ altra D ; ed N divideudo M dia per residuo R : do- 
vrà la D dividere anche la R. 

Imperocché sia Q il quoziente della divisione di M per N, 
sarà per la natura di questa operazione M = NQ + R ; e 
M ISO R 

quindi M — NQ ss R, ed — — ss — . Or il primo quo- 

ziente si suppone esatto , poiché le M ed N souo divisibili 
per D. Adunque dovrà essere anche esatto il quoziente di R 
perD . 

E questo principio , come tra poco si vedrà , é fondamen- 
tale per la ricerca del massimo comun divisore. 

97. II. Non si altera il comun divisoli di due quantità date 
se r una di esse si moltiplichi o pur si divida per quantità che 
non sia fattore dell' altra . 

Il qual principio che serve a condurre innanzi l’ operazio- 
ne per la ricerca del massimo comun divisore , é immediata 
conseguenza della definizione di esso . 

Così il comun divisore tra le quantità MNQ ed MNP è 
MN , e continua ad esser tale introducendo in una di esse 
la X per fattore , e nell’ altra la Y , sicché quelle divenga- 
no rispettivamente MNQX , MNPY . E continuerà pure ad 
esser lo stesso MN il massimo comun divisore , se in questo 
quantità si distrugga nella prima il fattore Q , e nella secon- 
da P altro P , sicché divengano MNX , MNY. 
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98. Ciò premesso , sieoo A , B le quantità tra le quali si 
cerchi il massimo comun divisore ; e divisa A per B si ab- 
bia per quoziente Q e per residuo R : per cui dividasi B per 
R , e si abbia di nuovo per quoziente Q' e per residuo R' ; 
dovrà lo stesso comun divisore esserlo anche di R ed R'(96. y. 
che perciò dividasi R per R', e si abbia il quoziente Q" e 1 
residuo R" ; dovrà tra questo residuo e ’l precedente R' es- 
servi anche lo stesso comun divisore che tra A , B ; e cosi 
successivamente. Or se avvenga che quell’ ultimo residuo R" 
sia zero , allora il comun divisore tra R , R' dovrà essere lo 
stesso R , ed è facile comprendere eh’ essendo esso il mas- 
simo tra quelle grandezze , debba perciò essere ancora il 
massimo comun divisore tra A , B (96.). 

99. £ dal ragionamento tenuto nel procedente numero si 
ricaverà facilmente la seguente 

REGOLA. 

100. Volendo il massimo comun divisore Ira due espressioni 
algebriche , bisogna dividere f una di esse per i altra , e poi 
questa pel residuo ; ed indi questo residuo pel nuovo residuo , 
e così successivamente , finché ottengasi per ultimo residuo il 
sero , nel qual caso 1 ultimo divisore sarà il massimo comun 
divisore cercato tra le quantità date. 

101. Se mai avvenga , che dopo un certo numero di quel- 
le divisioni successive giungasi a tal residuo , che noo pos- 
sa adatto dividere il precedente ; sarà questo il segno che le 
quantità proposte non abbiano comun divisore. 

102. Conviene avvertire , per riguardo alla regola di sopra 
data , che ogni qual volta si ravvisi , in una delle espres- 
sioni , che fa da dividendo o da divisore , un qualche fatto- 
re di essa che non lo sia dell’ altra , converrà sopprimerlo , 
per render più semplice l’ operazione (97.). Ed al contrario 
tutte le volle che si osservi , che nel cominciar qualcuna 
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delle successive divisioni , non si possa esattamente divìde* 
re il primo termine del dividendo per lo primo del diviso- 
re , converrà introdurre per fattore nel dividendo quella 
quantità che rende fattibile tal divisione . Le quali cose la 
mostreranno assai meglio i seguenti esempj. 

Esempio I. 


l°Div.* |o’-f-a‘e — afc*— fc*c | Quant.dat. j o’+afce — afc*-f- b'c — be'— ac' 

Quoz. 1 a’-J-a’e — ai*— i*e 




1° Res. — a*«-f-afce-J-2fc*e— be ' — oc* 



die. pir c 



a’— fl*ò— 1 %ib*-\-ùbc *f*a*c 

2° Div.* { —a* 

-l-afc-j-26* — bc —ac 

2° Re*. 

-j-a’t-f- afc* — abe — b'c 

I 

Quoz. — a 


die. per 6 


3° Dir.* 

ì o* aò — ac —bc 

fl* 

— a&-|- ac -f- bc 

» Quoz. — 1 

3° Res. 

2afc— 2ac -f-2fc* — 24 e 



cioè 

(24 — 2e) {« + ») 


a’ -f- afc — ac — be 

e quindi 

(97.) 4° Div.» ja -j- fc 

4° Res. 

0 


Quoz. a — « 


Laonde il quarto divisore a -f- b che dividendo il prece- 
dente a' ■+■ ab — ac — bc ha dato per 4* residuo zero , sa- 
rà il massimo comun divisore cercato tra le quantità proposte. 


Spiega della precedente operazione. 

103.1. Si è divisa 1' una delle quantità date , quella a de- 
stra per 1’ altra a sinistra , e si è ottenuto per quoziente l , 
del quale non si tien conto , come anche de’ seguenti , che 
perciò non più nomineremo , e per 

I*. residuo — a'c -f- abe -f- 2 b’c — be’ — ac' 
nel quale si è suppresso il fattore c , che non moltiplica l’al- 
tra espressione data (97.) , sicché esso è divenuta 
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— o* + ab + 24* — bc — ae 

e per questo si è divisa V altra espressione data , cioè quel- 
la a sinistra , che precedentemente aveva fatto da divisore j 
dalla quale divisione è risultato il 

II*, residuo a’b + ab' — abe — b'c 
in cui si è suppresso il fattore b , e poi si è per esso diviso 
il precedente residuo , e si è cosi ottenuto per 
III*, residuo 2oi — 2ac-f?4’ — 24c 
cioè , scindendolo in fattori , 

(24— 2c) (a+4) 

E suppresso in questa espressione il fattore (2 h — 2c) , si è 
diviso il secondo residuo per a -f b , la qual divisione ese- 
guendosi senza residuo , dinota che a + b sia il massimo co- 
mari divisore cercato. 

1 04. La presente operazione avrebbe anche potuto termi- 
nare dopo essersi ottenuto il 11° residuo , se d' allora si fos- 
se riflettuto , che questo poteva scindersi ne’ fattori ab — bc 
ed a -(- b , nel qual caso suppresso il fattore ab — bc , si sa- 
rebbe trovata esattamente eseguibile la divisione del 1° resi- 
duo per a -(- b ; e perciò a -f- b si sarebbe veduto, fin da que- 
sto punto , essere il massimo comun divisore tra le espres- 
sioni date.E ciò può servire a mostrare a’ giovanetti di quan- 
ta importanza sia , ad abbreviare la ricerca del massimo ca- 
mun divisore , il considerar bene le quantità su cui si opera- 
no le divisioni , per liberare a tempo 1’ una di esse da que’ 
fattori monomj o polinomj che non sono comuni all’ altra . 

Esempio II. 

105. Determinare il massimo comun divisore , se pur ve ne 
ha , tra le date quantità 

M x s — x 5 — 4x< + 2x’ + 5x* — x — 2 

N 6x‘ — 5x< — 16x 5 + 6x’ + lOx — 1 

le quali veggonsi già ordinate per rapporto alla x. 
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Si moltiplichi l’ una quantità data M pel coefficiente 6 
del primo termine dell’ altra N , che non è fattore di que- 
sta ; e poi un tal prodotto si divida per la N , si avrà il 
I’ residuo — x* — 8x 4 -f- 6x 5 -f- 20x* — 5x — 12 
Indi la N si divida per questo residuo , dalla quale ope- 
razione risulta il 

II* residuo *— 53x 4 + 20x* q- 12Gx’ — 20x — 73 
£d introdotto nei I* residuo il moltiplicatore 53 non fatto- 
re del 11° residuo , si divida quello cosi apparecchiato per 
quest’ altro , si avrà per 

III" residuo — 444x 4 + 192*» + 1080x’ — 192x — 636 
j cui termini liberati dal fattore comune 12 , non fattore 
del 11° residuo , esso riducesi a 

— 37x 4 q- 1 6x* q. 90x* — 1 Gx — 53 
Or s’ introduca nel II* residuo il fattore 37 , il qual nu- 
mero è , come si vede, il coefficiente del primo termine del 
HI* residuo ridotto , e poi si esegua la divisioue di quello, 
così apparecchialo , per qaest' altro , si avrà il 
IV*. residuo — 108x J — 108x* q- 108x q- 108 
che diviso per — 1 08 si riduce ad 

x 1 -f x* — x — 1 . 

E questo siccome divide esattamente il residuo precedente 
sarà perciò il massimo comun divisore tra le quautilà proposte 

Esempio III. 

106. Vogliasi il massimo comun divisore delle quantità date 
M aed — bed -f- acf — bef q> ad' — bd’ adf — bdf 

N agc — bgc q. agd —bgd-\- ahc — bile ahd — ■ bhd 

È facile ravvisare che quella di esse dinotata da N possa 
scindersi ne’ due fattori 

I gc q- gd q- he q- hd 

a—b 
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E siccome il primo di questi si può ancor esso scindere ne’ 
due altri g + h , c -f d ; quindi è che si avranno i seguenti 
Fattori della N. <7 -f A , c -f • d , a — b 
de’ quali chiaramente si vede che il primo non possa esser 
fattore della M; ond’ è che si potrà comodamente supprime- 
re , e quindi tentar la divisione dell’ espressione M per cia- 
scun degli altri due fattori c -f d , a — b della N , o pure 
pel prodotto loro . E poiché tal divisione fatta nell’ un mo- 
do , o nell’ altro riesce esattamente ; perciò il massimo co- 
mun divisore tra le quantità proposte sarà 

(a — ^)(c + d) , ossia ac + ad — bc — bd 

\ 07.E questo esempio potrà anche servir di argomento ad 
osservare che non basta , perchè si possa liberare una del- 
le quantità che occorrono nella ricerca del massimo comun 
divisore da qualche fattore , il vedere che tal fattore non 

10 sia dell’ altra quantità corrispondente , tra le quali si dee 
eseguire una divisione ma bisogna pur avvertire , se tal fat- 
tore , essendo aneli’ esso suscettivo di scindimento in altri 
fattori , ve ne sia tra questi taluno che possa dividere 1 ’ al- 
tra quantità. Di fotti , se nelle quantità quassù proposte , si 
fosse suppresso il fattore gc-\-gd-\-hc-\-hd della N , perchè 
esso non divideva la M , si sarebbe trovato essere solamente 
a — b il comun divisore delle quantità M , N , mentre effet- 
tivamente 1 ’ è (o — b) (c -f- d) ; e ciò perchè potevasi 1 ’ e- 
spressione gc -f gd -J- he -j- hd scindere anch’ essa ne’ fattori 
(c + d) (<7 + h) , de’ quali c -f d l’ è divisore della M. 

108. Non fia inutile qui avvertire , che 1’ operazione pra- 
ticata negli esempj precedenti , riguardo ad apparecchiare 

11 dividendo con qualche convenevol moltiplicatore , perchè 
il quoziente venghi espresso per un intero , potrebbe anche 
tralasciarsi , senza che ne risulti altro inconveniente che 
quello di aver fratti nella continuazione dell' operazione. Di 
fatti se le espressioni proposte fossero 

a : 1 — bx' -f- 5x — 2 e — 2x’ -f 5x — 3 
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Eseguendo la divisione della prima di esse per la seconda si 
l,a per quoziente-- , che moltiplicato pel divisore , e 
sottratto il prodotto dal dividendo , dà per residuo 

_£ + 2?-a 
2 T 2 

il quale continuato a dividere per lo stesso divisore , e qrnn- 

di il suo primo termine per — 2x’ , si ha per quoziente p 

e poi V altro residuo 

. — . f- A. , osia — * + 1 » 

A A 

sopprimendo in esso il fattore comune . E dividendo il 

divisore di poc’ anzi per quest’ ultimo residuo ; dal nuovo 
residuo zero derivante da tal divisione , si rileverà che sia 
» x -f 1 il massimo comun divisore tra le quantità proposte. 

109. E tutte le cose finora avvertite sembranmi sufficienti 
per le operazioni a fare nella ricerca del massimo comun di- 
visore : V esercizio poi confermerà tali regole nell’ animo 
de’ giovani, e farà loro conoscere senza stento i ripieghi che 
dovranno adoperare secondo le circostanze diverse. 
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CAPITOLO VII. 

Delle frazioni continue. 


110. Siccome è nostro intendimento , clic gli Elementi di 
Analisi algebrica, che ora diamo , menino per dritta via allo 
ricerche le quali si dovranno poi stabilire trattando la parte 
sublime dell' Analisi stessa , cosi non abbiamo stimato fuo- 
ri proposito di abbozzar qui i principii generali della teo- 
rica delle frazioni continue, che ivi poi avremo occasione di 
ripigliare e terminare. Nè questa idea di trattar delle frazio- 
ni continue , per la parte loro più elementare , nell’ Algebra 
de' finiti è nuova ; ma essa trovasi adottala in quasi tutte le 
migliori istituzioni di sommi analisti moderni. Ad ogni modo 
ci si farà abbastanza ragione di avervcla introdotta, il non la- 
sciarla senza applicazione in appresso nel presente trattato. 

1 1 1 . Sia il fratto vero — , ed in esso dividasi pel nume- 
ri r 

ratore rn ciascun de’ suoi termini , si avrà 

m 1 

n ri 


ove — essendo un fratto spurio, sia perciò uguale a . 

m m 7 


che però sarà 


m 

n 


9 + r 


Similmente dividendo per la r ciascun determini del fratto- • 

1 vi 

sarà — = — = — -.supponendo che la m divisa per la r 
,n m_ q‘ + r rr 

r r 

dìa per quoziente e per residuo r 1 ; ond c che si avrà 

7 
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« q + ] 

V + ii 

r 

E continuando la stessa operazione sul fratto — , chiaman- 
do 5 " il nuovo quoziente , ed r" il nuovo residuo, si avrebbe 


» q + 1 

9 ' + ! 

g" +_^ 

E cosi in seguito 

112. Or ogni specie di espressione frazionaria di questa 
fatta , o anche piti generale , come 
a 

q -H; 

q 1 + * 

q" + 



nella quale il denominatore della prima quantità intera è un 
binomio di una parte intera e di un altra frazionaria , c ’l 
denominatore di questa anch’ esso costa di una parte intera 
e di un’ altra frazionaria , e così in seguilo , si dice Frazio- 
ne continua ,5 . 

*’ Un tal modo utilissimo e spedito di approssimazione , come ai ve- 
drà , fu escogitato dal visconte e barone Brouncker , all’occasione di 
alcune progressioni ottenute dal Wallii , tra le quali quella per la qua- 
dratura del cerchio , ed a lui inviate , indicandogliene la leggo come 
procedevano , ad oggetto di vedere se potesse rinvenire qualche mez- 
zo di una più comoda espressione ( Vegg. V Arithmet. infili, dii fVallit 
nell' aliter della prop. i9i. ) 
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143. Noi qui non considereremo , che semplicemente le 
frazioni continue della prima forma di sopra esibita ( 111 .); 
poiché quelle solo occorrono frequentemente nell’ Analisi al- 
gebrica, ed anche perchè dalle ricerche le quali ai stabilisco- 
no per questo caso particolare è facil cosa passare all’ altro. 

144. Si comprende facilmente , che se invece di prende- 
re per q , q ' , q" , , .... i massimi numeri interi con- 

. , - . « m r r* . , 

tenuti ne Fratti — , — , —7 , -jT , .... si fosse preso per 

m r r r 

ognun di essi il numero di un’ unità maggiore , e quindi il 
primo a superare que’ fratti stessi , allora i residui delle di- 
visioni , cioè r , r , r" , r > " , .... avrebbero dovuto ri- 
sultar negativi , c la frazione continua avrebbe avuta la se- 
guente forma 

«— J 

4 ~\ 

q" — 1 

, . 9 "'.— • 

Ed è pur chiaro , che prendendo taluni di que’ q , q' , q" , 

q "‘ , .... per difetto , ed altri per eccesso , risulterebbe- 
ro positivi i valori di quelli tra essi q', q", q'" , .... corri- 
spondenti a que’ primi casi, e negativi pe’ secondi ; talché se 
q' si era preso maggiore di un’ unità del quoziente intero del 


fratto corrispondente , il fratto — risulterebbe negativo. 

Ma poiché è in arbitrio dell’ analista il far risultare que’ 
quozienti q ' , q" , q"‘ ... tutti positivi , e che solo in qual- 
che caso non ovvio si ricorre a quozienti negativi , per ren- 
dere la frazione continua di più celere convergenza : è pe- 
rò che nella sola forma sopraddetta noi imprenderemo a 
trattare una frazione continua. 

115. Dall’ andamento stesso di una frazione continua ri- 
sulta chiaramente, eh’ essa offra di continuo un approssima- 
zione del valore di quel fratto ordinario che rappresenta ; 
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poiché non si fa altro per ottenerla, che prendere continua- 
mente i valori in intero più prossimi a quel fratto proposto, 
ed alle altre frazioni successive in cui esso si svolge con l'o- 
perazione indicala nel uum. 111. Giova però riflettere , che 
una tale approssimazione sempre cresceutc 1’ è alternativa- 
mente per eccesso e per difetto dal vero valore della frazio- 
ne continua , ossia dalla quantità eh’ essa rappresenta ; il 
che quasi intuitivamente si rileva dalla semplice ispezione 
di quella che si è recala in fine di tal §. 

Di fatti si vede , che arrestandosi al solo termine q del 
primo denominatore della frazione continua , debba essere 

— < —, mentre il denominatore a doveva essere aumen- 
n q 1 

1 , . . , . . 1 

tato di — ; e però si troverà fa quantità —esprimere inpiù 

il valore di essa frazione . Al contrario aggiugnendosi al 


1 

denominatore q la sola quantità —, essendo il denominatore 

, . 1 ni 1 

q < </ -f- , sara — > del tratto , e questo minore di 

q n q + 1 

— L ? 

H 

</ + 1 

q" . . j ond’ è che l’approssimazione di quel fratto 


al valore — dell’ intera frazione continua in cui si sviluppa 

sarà in meno , sebbene 1’ approssimazione sia prodotta un 
grado più io là della precedente . E cosi sempre alternan- 
dosi in appresso. 

11 G. Dall' esposto nel paragrafo 111. si rileva pure , che 
l’operazione da farsi per lo svolgimento di un fratto ordi- 
nario in frazione continua sia assolutamente la stessa clic 
quella della ricerca del massimo comun divisore tra il nu- 
meratole e ’l deuouiiuatoic del medesimo , tenendo però pre- 
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cisamcnle conto nella prima delle suddette operazioni di 
quc’ quozienti q , q ' , q" , q"\ .... delle successive divisio- 
ni che dcbbon farsi , i quali disprezzavansi nell’ altra. 

117. Sicché volendo svolgere in frazione continua il frat- 
1 \ 

t 0 __ eh’ esprime , com’ è nolo , il rapporto assegnato da 
14 

Archimede di un cerchio al quadrato del diametro ’ 4 , biso- 
gnerà dividere 

1 4 per 1 1 , e sarà q = 1 , r =3 

1 1 per 3 , che darà q' ss 3 , r 1 —2 

3 per 2 , che dà q" ss 1 , r"' = 1 

2 per 1 , d’ onde si ha q'" = 2 , r" =0. 

E la frazione continua richiesta risulterà 
1 

3 + 1 


1 



E da ciò ognuno potrà da se medesimo rilevare la regola per 
lo svolgimento di un fratto ordinario in frazione continua. 

118. Or siccome nella ricerca del massimo comuo diviso- 
re tra due numeri dee sempre pervenirsi ad un residuo che 
divida esattamente il precedente , il quale se non ve ne sia 
altro sarà 1’ 1 : perciò si vede chiaramente che, nello svol- 
gimento di un fratto ordinario in frazione continua , 1’ ope- 
razione debba una volta arrestarsi. E di fatti in quella reca- 
ta nel numero precedente essa si è arrestata al quoziente q"\ 
cioè alla quarta divisione. 

11 9. Adunque ogni frazione continua derivante da un frat- 
to ordinario dee esser terminala . Non cosi per quelle deri- 
vanti da quantità irrazionali , che come vedremo in appres- 
so procedono indefinitamente. 

120. Dopo aver considerato il problema diretto di svol- 


*' t Circuii dimeiuiv prop.l. 
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gere od fratto ordinario in frazione continna , ci resta ora a 
cedere come si pervenga alla risoluzione dell’ altro inverso, 
col quale si propone a ridurre in fratto ordinario una frazio- 
ne continua proposta ; pel quale oggetto richiedesi di deter- 
minar la legge con la quale procedono le frazioni volgari ot- 
tenute successivamente da una frazione continua ; poiché 
allora avutasi quella di un grado , si potrà subite ottene- 
re 1" altra del seguente . 

121. Sia dunque la frazione continua 
1 

a -j- 1 

6 + 1 

C +J__ 

1 1 

tara — = — 

a a 

_J _ b 

a - J- 1 * ab -f- 1 

T 

< — Lc+ * 

° + J ’ abc-i-a+c 

bcd -f- b -{- d 
abcd-\-ab-^ad-^-cd+\ 


bcde-\-be-\-de+bc-\-\ 
aòcde-i-abe-t-adc-{-cde-t-abc + a + c-f-e 


d-M 

e • . * 



a -f 1 


b + 1 


c + 1 
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delle quali frazioni facilmente si ravvisa la seguente legge , 
che fa dipendere sempre 1’ una dalle due precedenti , cioè : 

122. Ciascun numeratore si ottiene aggiugnendo alt ante- 
precedente ad esso il precedente moltiplicato per la lettera o 
quantità, ch'esprime l'ultimo denominatore nella frazione con- 
tinua da ridursi. 

Cosi arrestandosi al quoziente d , si otterrà il numerato- 
re de! fratto corrispondente alla frazione continua 

1 

a -f 1 

~ì+T 

c +i 

d 

aggiugnendo al numeratore b delfanteprecedente frazione l’al- 
tro bc - 1 della precedente moltiplicato per d. 

123. E la stessa legge avrà luogo per la formazione de’re- 
spetlivi denominatori , cioè : 

Ciascun denominatore si otterrà aggiugnendo alt antepre- 
cedenle ad esso il precedente moltiplicato perla nuova lettera , 
o quantità , eh’ esprime l' ultimo denominatore nella frazione 
continua da ridursi ,s . 


11 Eulero avendo voluto estendere questa legge per ]a (orinazione de* 
numeratori e denominatori de’ successivi fratti ordinarli corrispondenti 
ad una frazione continua , anche a' due primi di essi , si ride nella 
necessità di stabilire precedentemente a quella parte della frazione con- 
tinua che si arrestava al primo denominatore intero , cioè nel caso no- 
stro ad — .due altre frazioni -i, — , con le quali ai vedo verificarsi 

la legge suddetta per —, e por ^ . Ua una tal supposizione è 

T 

assolutamente da rigettarsi , come priva di fondamento nel calcolo at. 
tuale . D’altronde la forma di queste due frazioni è intuitiva; e poi la 
regola stessa dimostra cho la ricorrenza non debba aver luogo ehe 
dalla terza di esse in poi. 
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124. Ma per dimostrar vera una tal legge generalmente , 
passeremo a far vedere , che supposto aver essa luogo fino 
alla frazione corrispondente ad un certo denominatore della 
frazione continua , debba necessariamente aver anche luogo 
per la frazione seguente ; e quindi per tutte le frazioni , fi- 
no a quella che si vuole , e eh’ è 1’ ultima. 

l25.Sieno dunque q, q',q",q"'- • • • ' 6 q ( ’~"> , fl'" -0 , q ( ’> 
i denominatori successivi della frazione continua , e sicno 
a a > a " a!" «<— "> a/— '> . 

T ’ *6 7 ’ 4" ’ 6" r ' ‘“4 ’ b (t ~*> ’ b <«) “ 

frazioni volgari successive provvenute da questa frazione 
continua fino ai rispettivi denominatori q , q' , <f, .... Si a- 


vrà (121.). 
a 

T 

a' 

b‘ 

a" 

1 

9 

9 ' 

qq' + 1 

q'q" 4- 1 a' q" + 1 

b" ~ 

qq'q" + q" + 9 b' q " + Ì> 

E similmente 


a'" 

a" q'" + a' 

b"' ' ~ 

0" f + b‘ 

a"" 

a" Y" -f a" 

b"“ 

r'q"" + b“ 

a ‘ '» 

a (— ' ') qC—O 4. a t«— 

-JC-0 — 

4. 


Or vuoisi mostrare che la frazione seguente, la quale cor- 
risponde alla frazione continua fino al denominatore q w , 

■ 6 Le > ( " ) sono destinate a dinotare il grado del quo- 

ziente ; e cosi pure qui appresso. 
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cioè r -77 . debba necessariamente essere espressa secondo la 

Q\ n ' 


0 C«— «y«> 4. «(•—"> 

lecce stessa delle precedenti da — — —— - — — . 

00 r /,(«— OqC) 4. «— ») 

Di fatti quella frazione penultima — — ,si cambia in que- 

st’ ultima — j quando si sostituisca in quella in vece di 
1 

q ( * ,J la 4- — ; che perciò sarà 

7 <") ✓ In 

0 + 


a C» — — ') _J_ _L^ a («— IO _f. a («— 
04. _L io 4. 40— «o 


a f— '>+ ») 

£(*-»> 4 . JL àC— "> 

espressione che consente con la legge di sopra stabilita ; 
è però questa rimane generalmente dimostrala. 

126 . Che se prendansi le differenze successive delle frazio- 
ni 

ni coiucculive ridotte del $.121 ,cioè tra la prima — , e la se- 

. b , bc -f 1 

conda — - — tra questa e la terza • , e così in 

aò + 1’ ^ aòc + a+c ’ 

appresso , risulteranno tali differenze espresse da frazioni il 
cui numeratore è V unità, e ’l denominatore 1’ è quanto il prò- 

8 
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dotto de denominatori delle corrispondenti frazioni ridot- 
te , e però sempre crescenti , mentre gli elementi da coi ri- 
sultano sono numeri interi ; ed in oltre si troveranno tali dif- 
ferenze alternativamente positive, e negative, cioè sarà posi- 
tiva la differenza tra la prima e la seconda frazione ridotta , 
negativa quella tra la seconda e la terza , c così in appresso. 
Da che di nuovo risultano le due verilà già rilevate nel §.115, 
per r approssimazione successiva sempre maggiore della fra- 
zione continua alla quantità dalla quale si sviluppa, in più ar- 
restandosi a quozienti impari , in meno a' pari. 

127. Risulta ancora dalle anzidctlc cose , che tutte le 
frazioni volgari, che pareggiano la frazione continua a diver- 
si gradi di essa , debbano essere irriducibili , cioè debbano 
avere i loro termini primi tra loro ; polendo solamente non 
esserlo 1 ’ ultima di quelle, la quale rappresenta l’ intera fra- 
zione continua terminata , nel caso che questa fosse deriva- 
ta da un fratto suscettivo di riducimento a minimi termini . 

p R 

Poiché indicando con ~q , -jr due di tali frazioni successi- 
ve , sarà PT — QR il numeratore della loro differenza, che 
essendosi veduto risultar sempre 1 , indipendentemente dal 
segno, non dovrà però esservi fattore comune tra PT, e QR, 
come avverrebbe se ve ne fosse tra P, Q , o R , T. Che però 
P R 

i fratti -q ed ^7 dovranno essere irriducibili. 

128. Or dovendo una qualunque delle frazioni ridotte a- 
ver primi i suoi termini, ed esser quindi insusceltiva di sim- 
plificazionc , ne segue che sia impossibile l'assegnarne un’ 
altra che ne sia minore , senza accrescerne il denominatore. 

E però non esser possibile assegnare una frazione che ad 
un dato grado si approssimi alla frazione continua con minor 
denominatore della ftazione ridotta corrispondente . 

129. Col metodo stesso del jj.1 17 si potrà svolgere in fra- 
zione continua qualunque quantità radicale , dopo la ridu- 
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l'ione io decimale Ma siccome tal valore io decimali non 
pnò essere che approssimativo , talché accrescendosi di 1 
1’ ultima cifra del decimale si hanno due limili tra i quali 
dee trovarsi il valor vero della quantità proposta ; bisognerà 
perciò , per contenersi tra questi limiti , eseguire lo svilup- 
po in frazione continua sulle due frazioni che rappresentano 
tali limiti , e non prender per termini della frazione conlioua 
cercata , che solamente quelli che risultano identici in que’ 
due sviluppi. 

430. Così volendo svolgere in frazione continua \]ì , che 
ridotto in decimale è 1,4142135 , si vedrà che ar- 

restandosi solo a quattro cifre di quel decimale , cioè ad 
1,4142, i limiti del fratto da svilupparsi cioè della frazione 
continua corrispondente a \J1 saranno 1,4142, ed 1,4143 . 
Or il primo di quei fratti dà la frazione continua 

1 +J_ 

2+J_ 

2+1 

2+1_ 

2+J 

2+... 

e l - altro si svolge nella seguente 
1 + 1 
2~+~1 

2 + 1 

2+J 

2+J__ 

1 + . • . , 

le quali due frazioni continue sono differenti nel quinto loro 

17 E Io slesso potrebbe anche aver luogo per una qualunque quan- 
tità di quelle dette lrasccm4nti,cho dovremo considerare al loro lune». 
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termine : sicché , se la frazione continua corrispondente a 
yj‘2 si volesse svolgere al di là del quarto termine , allora 
non basta arrestare a diecimilesimi il fratto decimale rappre- 
sentante \]‘i , ma bisogna svilupparlo oltre. 

131. Un tale sviluppo di \J2 in frazione continua si po- 
trebbe anche ottenere senza la preventiva riduzione del ra- 
dicale in fratto decimale , nel seguente modo. 

Poiché V 2 è maggiore di 1 per una frazione , sia questa 

rappresentata da—; sarà \J2 — 1 -j-— , e però— =\/2 1, 

e quindi s = = V 2 + 1 = 2 + — » 8Ìcchè P er 

* \ 

ora sarebbe V 2 = 1 + - - - : e continuando a sostituir 

** T * 


sempre per z lo stesso suo valore poc anzi determinato , si 
vedrebbe il V 2 svilupparsi in una frazione continua periodi- 
ca , come quella esposta nel §. 130. 

E più generalmente svduppando collo stesso metodo la 
quantità irrazionale y/a' + 1 si troverà la frazione continua 
periodica 

y a’ •(• 1 = e -f 



2a + 1 


‘Za -J- ... 

132. E ^olendo tradurre in fratti ordinarli le frazioni con- 
tinue di diverso grado esprimenti \/2 > per ottener così di- 
versi gradi di approssimazione di un tal radicale ? si trove- 
rà essere i seguenti 

ri 2 5 12 29 _70_ 

1 + L T » "ò ’ T2 ’ 29 ’ T0 ’ 109 ’ J 


cioè 


£ 

2 




17 

12 


41 

29 


99 

70 


239 
ÌG9 ’ 
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le quali frazioni ridotte in diecimilionesime , e paragonate 
col fratto decimale di ugnai grado 1, 4142135 = \J 2 da- 


ranno 





I.* 

3 

~2~ 

= 

1,5000000 differenza 

in più 

ir. 

7 

5 

= 

1,4000000 

in meno 

ih.* 

17 

12 

= 

1,4166667 differenza in più 

IV 0 . 

41 

29 

= 

1,4137931 

in meno 

V*. 

99 

70 

= 

1,4142857 

in più 

VP. 

239 
1 69 

= 

1,4142012 

in meno 

VII*. 

577 

408 

= 

1,4142156 

in più 

Vili.* 

1393 

985 

= 

1,4142132 

in meno , ma 


nell’ ultima cifra decimale. 


133. Ed è poi chiaro che la frazione continua in cui si 
sviluppa y 2 non debba mai terminare , come 1' è in genera- 
le di tutte quelle che derivano da quantità radicali . Ma a 
dimostrar generalmente un tale assunto impiegheremo i se- 
guenti paragrafi. 

Lemma. 

1 34. Il prodotto di due , tre , o più numeri primi non può 
avere per fattori altri numeri primi diversi da quelli. 

Sieno M,N due numeri primi, che diano il prodotto MPf, 
di cui si supponga fattore il numero primo P : dico che P 
sarà necessariamente o uguale ad M , o ad N. 

Essendo P un divisore esatto di MN, sia Q il quoziente di 
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,. . . , MN N Q M , 

questa divisione , sara ~p~ s= v> “ ~p = M ' ”* a esseD “ 0 

TV . 

iV, P numeri primi , la frazione —p è ridotta a’ suoi minimi 


termini ; quindi i termini dell’ equivalente frazione ® , o 

debbono essere uguali rispettivamente a quelli della frazione 

TV 

p-, o rispettivamente ugual moltiplici di questi. Ma il/ non 


può essere un moltiplice di P, poiché numero primo ; adun- 
que gli sari» uguale , e perciò anche Q dovrà pareggiare N. 

Sieno ora tre i fattori primi del prodotto MNX, cioè il/, 
N , X ; e suppongasi benanche esser P un numero primo di- 

,. • MNX « Q n I 

visore di MNX, c sia = O, sara — — - = -k . Or nel 

P P A 

fratto — essendo primi i numeri il/, N, P non vi può essere 
comun divisore tra MN e P, che perciò esso è ridotto a mi- 
nimi termini ; e nell’ altro essendo X numero primo, non 

può essere un moltiplice di P. Adunque dovrà essere X — P, 
e Q = il/iV.E nel modo stesso si continuerebbe la dimostra- 
zione per un più gran numero di fattori. 

135. Con. 1. Quindi il prodotto di più numeri primi dee 
esser primo per riguardo al prodotto di altri numeri primi 
diversi da’ precedenti. 

13G.Cor. 2. E perciò i quadrati di due numeri primi deb- 
bono essere numeri primi tra loro. Ed in generale tali deb- 
bono essere le potenze n de' medesimi. 

137. Con. 3. Ed è facile anche rilevare , che un numero N 
non primo debba risultare dal prodotto o di numeri primi, o 
di loro potenze , cioè essere = «"óV .... Da che si rileva il 
modo di determinare i fattori semplici e composti di un nume- 
ro qualunque N, il qual modo qui incidentemente esporremo. 
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1 38. & tenti la divistone di N per ciascun de’ numeri pri- 
mi % , 3,5, 7 , il ... e supposto che succeda per un di 
essi , che s’ indichi per a , si ritenti successivamente quel- 
la del quoziente ottenuto per a , poi nel nuovo quoziente 
ancora per a , e così sempre finché non più possa eseguir- 
si esattamente tal divisione : e supposto che essa abbia avuto 
luogo n volle , e che l ultimo quoziente sia Q, sarà N=:a n Q. 
Or non potendo Q esser divisibile pel numero primo a , nò 
tampoco può esserlo per un altro minore di a , poiché altri- 
menti questo avrebbe dovuto ancora dividere N , il che dal- 
le precedenti operazioni crasi osservalo non poter avvenire . 
Adunque potrà Q esser solo divisibile per altri numeri primi 
maggiori di a ; e ripetute su Q le stesse operazioni prece- 
denti risulti divisibile p di volte successivamente per b , sa- 
rà Q — b^Q 1 . E similmente ritrovando Q' — c^Q", ... si a- 
vrebbe JY= a'brc' 1 Q" . E così in appresto se Q" fosse an- 
cor esso divisibile per qualche altro numero primo maggiore di 
a , b , c . 

E si vede ancora , che debba N risultar divisibile pel pro- 
dotto di que' numeri primi , o delle loro potenze fino ad 
n, p, q, comunque combiuinsi tali fattori , come per ab , ac, 
bc , abe , a’b , a’c , b’c , a’bc . . . 

Teorema. 

139. Se la radice n di un numero intero AI non sia un in- 
tero *• , non potrà nò anche essere un fratto . 

S' è possibile, sia in quest’ultimo modo, e tal fratto ridot- 

• p P* 

to a minimi termini venghi espresso da — ; sarà — =zM. 

Ma essendo numeri primi P , Q , sono anche primi tra loro 

Cioè se a non è potenza esatta del grado della radice che se ne 
vuole estrarre. 
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P “ , Q" (136.) , che perciò Q" non potrà mai diridere esal- 



140. Da ciò si rede , che le quantità radicali non sieno 
suscettive di unità comune qualunque intera o frazionaria an- 
che piccolissima , d’ onde resta loro confermala la natura 
d ’ incommensurabili : ed incommensurabile è pure ogni qua- 
lunque rapporto di cui un termine , o tutti i due già ridotti 
contengano quantità radicali, come per esempio di 1 : \/'2 , 
eh' esprime il rapporto del lato del quadrato alla diagona- 
le ; e di \Z'2 a \J 3, eh’ è quello del lato del quadrato al lato 
del triangolo equilatero iscritti in uno stesso cerchio. 

141. Abbiamo qui recata la dimostrazione dell’incommen- 
surabilità de' radicali , per la ragione che in taluoe istituzio- 
ni, anche di Geometria Elementare, si costuma oggigiorno di 
stabilire V incommensurabilità del rapporto tra la diagona- 
le , e ’l lato del quadrato col dire , che dinotandosi il lato 
del quadrato per 1 , la diagonale si trovi espressa da 2 , 
d’ onde non si può estrarre la radice; senza avvertire che bi- 
sognava prima generalmente dimostrare una tale impossibili- 
tà , altrimenti potrebbe avvenire quello che nota il Montu- 
cla di un certo ingegner francese , che cercando sempre , e 
sperando ottenere la radice di 2 , aveva protratta l’ appros- 
simazione lino ad un decimale di 1 00 cifre '* . Ed il Legen- 
dre mentre nella sua Geometria vi procede in tal modo , ne 
dà poi la dimostrazione rigorosa nell Essai sur la théorie dee 
nombres , a pag. 4. 



*» Ilistoire des Mathématiques pari. /. lift. iy. num. 2. 
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CAPITOLO Vili. 


De’ RADICALI IMMAGINAMI, E DEL LOItO CALCOLO. 


142. Se M dinoti una potenza pari di ± A , sicché sia 
Àf e= ± A'", non potrà mai M risultare affetta dal segno — 

( 44.) ; che perciò vicendevolmente — M non potrà mai rap- 
presentare una qualunque potenza pari di ± A , cioè che 
da — M non potrà estrorsi radice di grado pari ; e quindi 

\/ — M esprimerà una quantità impossibile, o immaginaria , 
come suol chiamarsi. Adunque : 

143. Dee. Si dice quantità immaginaria quel radicale che 
ha l’ indice pari , e negativa la quantità sotto il segno. 

144. Sebbene — A'* non possa aver luogo come poten- 
za di ± A , può però dinotare il prodotto di un fattore 
positivo di essa — A” 1 per un altro negativo , per esempio 

di + A’" per — 1 ; che perciò , se mai 1’ espressione im- 

*« 

toaginaria \J - — M si elevi alla potenza 2« , venendosi a di- 
struggere con una operazione contraria 1’ operazione impossi- 
bile ad esegòirsi sulla quantità — M, cioè 1’ estrazione della 
radice 2n da essa , la quantità — M che tornerà a risultarne 
dovrà esser reale ; e reali possono essere in altri casi ancora, 
che appresso mostreremo , i risultamenti derivanti da calco- 
lazioni effettuate su quantità immaginarie. Che perciò il loro 
calcolo non è da dìsprezzarsi, nè da credersi di nessun uso , 
e puramente chimerico ; che anzi , come in più luoghi in 
appresso , principalmente nella teorica delle equazioni , ài 
mostrerà , la considerazione degli immaginarli è di somma 
importanza nelle ricerche che si fanno per mezzo dell' Al- 
gebra su quistioni aritmetiche , e geometriche. 

145. Intanto siccome l’ importanza di questo calcolo si 
limita semplicemente a considerare i radicali quadratici ira- 

9 
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maginarii ; perciò non ci occuperemo qui appresso , che di 
essi solamente . E per ora avvertiamo , che le stesse regole 
che stabiliremo per quelli, si potrebbero estendere agl imma- 
ginarii di qualunque grado si vogliano supporre, i quali tut- 
ti sono riducibili ad espressioni che contengano radicali im- 
maginari! di secondo grado , come a suo luogo mostreremo. 

146. È facile rilevare dal §.68 che ^ — M=z\JMx V — 
cioè che : Ogni radicale immaginario è quanto lo stesso radi- 
cale reale moltiplicato per ^ — 1 . 

Ed in questa forma supporremo in appresso esser sempre 
ridotti gl’ini maginarii nello stabilire le regole del loro calcolo. 

Sicché le quantità immaginarie , per esempio, 3\/ — a* , e 
54 V — a, sarebbero rispettivamente rappresentate da 3a^— 1, 
e 5 4^a\/ — 1 . 

147. La somma , e la sottrazione delle quantità immagi- 
narie non ha bisogno di regole speciali , eseguendosi eoa 
quelle stesse già stabilite generalmente nel §. 60. 

Così la somma delle quantità 
1“ 3a’ -f- 24 ^ — 1 — 4 — 1 

11“ 1p' + 34 yj— 1 — 6c\/ — 1 

è 3o’ + 2 p' + 54 V— 1 — IOcV— 1 

0 anche espressa nel seguente modo 

3«’ + 2 p' + (54 — lOc) V-1 
E sottraendo la seconda dalla prima , ne risulterà 
3o’ _ 2p’ — ( 4 — 2c ) V— 1 

148. Che se vogliasi moltiplicar* la quantità reale ± a 
per 1* immaginaria ± 4 ^ — 1 , il prodotto di tali quantità 
si ridurrà a quello de’ tre fattori ± a , dki, e V — I , de’ 
quali il prodotto de' due primi è già noto essere ± a4 ; e 
questo moltiplicato per — 1 darà pel prodotto delle quan- 
tità proposte i ab \J — 1 . 

Che se poi i fattori sieno tutti due immaginari! , come 

1 a V 1 , e ± 4 \J — 1 , il prodotto de’ medesimi equivar- 
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r'a a quello de’ quattro fattori ±a , ± b, 1; 

e sarà perciò quanto quello de’ due primi per lo prodotto 
de’ due ultimi. Ma i due primi moltiplicandoli giusta la rego- 
la data di sopra danno ri; ab, secondochè tali fattori si pren- 
dano con gli stessi segni, o pur contrarii ; c gli altri due es- 
sendo identici danno il quadrato di \J — 1 , cioè — 1 . A- 
dunque quel prodotto delle quantità poste da principio sarà 
± ab X — 1 ossia qp ab \ ove il segno — si trova aver luo- 
go quando i fattori dati erano del segno stesso , il se di- 
versi nel segno. Da ciò si rileva che : 

Il prodotto di due quantità immaginarie è reale , c precisa- 
mente quanto quello de’ fattori proposti presi come reali, inver- 
tendo però la regola pc’ segni stabilita per la moltiplicazione nel 
§. 45 . cioè dando al prodotto il segno — quando i fattori sono 
affetti dal segno stesso , c 7 segno -f se da contrario segno **. 

149. In oltre sia proposto a dividere la quantità immagi- 
naria ± a \J — 1 per 1’ altra ± b , è chiaro che il quoziente 

cercato sarà immaginario , ed espresso da ± ~ \/ — 1 .Che 

se al contrario sia reale il dividendo ± a , ed immaginario 
il divisore ± b \] — 1 ; il quoziente sarà pure immaginario , 

cd espresso da ± — ■ , ® ve moltiplicando per \l — 1 i 

due termini del fratto, si avrà ± 1 • Val 

— — 0 0 


quanto dire che : 


“Dal qui esposto , ciascune potrà giudicare con quanto poco fon- 
damento T accuratissimo Wolfio abbia detto , trattando della molti- 
plicazione degli immaginari! tra loro y che il prodotto sotto il segno V 
doveva avere il — , per la ragione » che : alias enim (adora imma- 
ginarti efficerent factum reale , guai utique aieurdum. ( teli, probi. 13. 
Elem. Analyt. ) . Ed a questo proposito conviene anche far notare a" 
giovani , come I’ ha fallo il Lhuilicr , una inavvertenza nell' Algebra 
dell' Eulero (§.148. voi. I.) trovandosi detto, che V — 2xV — •1 = V *'» 
invece di — V 6 > e V — -lxV — 4 = 2, invece di — 2 . 
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Volendo dividere una quantità immaginaria per un ' altra 
reale , o al contrario una quantità reale per un immaginaria, 
ti esegue la divisione senza considerare l immaginaria come 
affetta da — 1 , pel quale si moltiplichi il quoziente , cam- 
biando a questo il segno , che gli era venuto dalla divisione 
fatta , nel caso che l’ immaginaria quantità avesse fatto da 
divisore . 

Finalmente sieno immaginarli ad no tempo stesso il di- 
videndo e ’l divisore , ed espressi 1’ uno da ± a \f — 1 , e 
1' altro da ± b — 1 , il quoziente sarà indicato da 

± t x 75t =± t x+,= *7 

cioè : Il quoziente della divisione di due quantità immagina- 
rie i reale , e dinotalo dui quoziente che si avrebbe dividendo, 
alla maniera ordinaria i radicali proposti, soppresso il fattore 
comune \J — 1 . 

150. Dopo ciò basteranno per le operazioni su i polinomi! 
immaginari! i seguenti esempli. 

Per la moltiplicazione. 


I3m + la V— 1 —3 \jb V— < 
[Fattori j 2m _ 3 „ + 2 \f b V— 1 


II 


C/m* 4" ham \f — 1 — 6/n \/ b y/ — 1 
— 9am \/ — 1 -j- 6a* — 9a^b 

-f- 6 m\/A\/ — 1 — Ua\Jb-f66 

[ Prodotto 6 in’ — 5 am \j — 1 -|- 6a* — 13« \J b -f- 66 


[ Fallonj 


ÌU 


[ Prodot(o 


x i: a 4- b \]—\ 
x ± a — A \] — 1 


x' ± ax 4- l>x \/ — 1 

± ax 4* a’ ± ab \J — 1 

— bx \] — 1 qp «A \J — 1 -J- A’ 
x‘ ± 2ax -f- a* -f- A* 
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Il qual prodotto è reale , e nascente da due fattori im- 
maginarli della soprindicata forma. 


Fan la divisioni. 


Divisore 


Dividendo 


5m+2oV— 1— 3 V J V— •»*— 5amV— l-l-fio*— 13aV&-f-fl6 
1+2V6V— l l-6mV6V— 1 

— 9omV— 1 +6a*4-6my'iy— 1— 1 3aV&+M 
— 9um y — l-pCa’ — 9aVft 

-t-6myòy— 1— taVfc+66 
•+6«.Vfty— i— ioV<>+W 
0 

1 51 . Da tntte le operazioni esposte intorno ai radicali im- 
maginarli , è facile rilevare , che raccogliendo in una somma 
tutt’ i termini reali di un’ espressione immaginaria , ed in- 
dicandoli per A ; e similmente chiamando B la somma de’ 
coefficienti di \J — 1 ne’ termini immaginarii ; potrà ogni 
espressione algebrica immaginaria essere generalmente com- 
presa nella formola A±.B \] — 1 • Ma sopra di ciò dovremo 
ritornare in appresso , e rendere anche più generale tal pro- 
posizione. 
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CAPITOLO IX. 


Dell’ elevazione a potenza, e dell’estrazione 

DI RADICE DALLE QUANTITÀ* ALGEBRICHE. 


152. Si è già dello nel §.27. cosa intendasi per potenza , 
e per radice di una data quantità , e come questa s’ indichi 
col segno Y , nell’ apertura della quale va scritto quel nu- 
mero che dinota 1’ ordine, o il grado della radice. Ciò che fu 
poi detto ne! §. 34 mostra ben la regola da seguirsi per ele- 
vare a potenza , o per estrarre la radice di qualsivoglia gra- 
do da una quantità monomia , le quali due regole per mag- 
gior chiarezza noi qui , come nel proprio luogo , daremo 
più generalmente. 

REGOLA I. 

153. Si eleva un monomio a potenza, eseguendo lai poten- 
za pel coefficiente , e moltiplicando l esponente di ciascun 
fattore letterale di quel monomio per C indice della potenia cui 
dee esso elevarsi , prefìggendo a questa potenza , se impari 
il segno della quantità data , se pari sempre il segno + . 

REGOLA IL 

1 54. &' estrarrà da un monomio una determinata radice , 
esimendola dal coefficiente di esso , e dividendo l' esponente 
di ciascun fattore letterale di quel monomio per C indice della 
radice proposta ad estrarre , col dare a questa il segno della 
quantità data , se di grado impari , c se di grado pari il dub- 
bio segno ± . 

155. E s’ intende già , per le due precedenti regole , che 
se la quantità data era una frazione , 1’ operazione suddetta 
debba ugualmente eseguirsi ne’ due termini della medesima : 
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ed essendo quantità radicali convien valersi a proposito del* 
le regole date nel §. 37. 

1 56. Poste le precedenti generali considerazioni sulle po- 
tenze , e radici de’ monomii algebrici , passeremo a trattar 

10 stesso argomento pe’ polinomii, supponendo però , per la 
seconda di tali operazioni , che la quantità polinomia pro- 
posta sia potenza perfetta del grado che indica la radice che 
di essa si cerca. 

157. Or da ciò che fu detto nel §. 34 , la potenza di un 
polinomio è quel prodotto di fattori identici ad esso, tanti 
di numero , quante unità sono nel grado della potenza : che 
perciò la maniera di ottenerla consisterà, com’è chiaro, nella 
moltiplicazione successiva di quel polinomio tante volte per 
se stesso , meno una , quante ne indicano le unità suddette. 

158. Adunque il quadrato di a -f A sarà dinotato dal pro- 
dotto (a -j- A) (a -J- A) ; ed esso sarà a' -j- 2 ab -f- A’, che pa- 
ragonato alla sua radice a -}- A , si vedrà composto da que- 
sta nel seguente modo , cioè : da’ quadrati di ciascun de ter- 
mini a, A di quel binomio , aggiugnendovi il doppio del loro 
prodotto . E questo stesso si vedrà generalmente aver luogo 
pel quadrato di un polinomio qualunque , cioè : esso costerà 
de’ quadrati delle parti , ossia de’ monomii che lo compongono y 
e di lutti i doppii prodotti de' monomii stessi. 

1 59. E volendo di quel binomio a -f b il cubo , bisogne- 
rà moltiplicare 

11 di lui quadrato a' -f- 2 ab -f- 6* 

per la radice a + b 

a' -f- 2a’A -f- ab' 

-f a'b -f lab' -f- A* 
ed esso risulterà o 1 -f ‘òa'b + 3aA’-f A* 

ove contiensi , come si vede , il cubo di ciascuna parte del bi- 
nomio dato , ed il triplo del prodotto del quadrato di ciascuna 
parte nell altra . 

E similmente si vedrebbe doversi contenere i cubi de' mo- 
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cernii di tal fattore $ ed i tripli de’ prodotti del quadrato di 
ciascuna parte in ognuna delle altre j nel cubo di un polino- 
mio qualunque . 

160. Continuando , come poc’anzi a moltiplicare quel 
cubo per a 4 , si avrebbe di a + 4 la quarta potenza , la 
quale moltiplicata di nuovo per a -f- 4 darebbe di tal bino- 
mio la quinta potenza , e lo stesso in seguito , come pure 
per ogni altro polinomio . Sicché per tale argomento è su- 
perfluo ebe qui c’ intrattenessimo di vantaggio ; che perciò 
passeremo all' operazione inversa di esso , cioè all' estrazio- 
ne delle radici da’ polinomii; al che premetteremo come fon- 
damento di essa i seguenti due teoremi. 

Ttoiiit I. 

461 . Nella potenza n di un polinomio deliberiti necessaria - 
mente contenere la potenza n di ciascun termine di esso , t 
V altra « — 1 presa n volle , e moltiplicata per ciascun de- 
gli altri termini . 

Cioè che in (a -f b c *f d + ...)’ vi debba necessaria-* 
mente essere 

o* , 4" * c" , d n , .... 
ed «a * -1 (4 + c+d_|-...) 

ni " - 1 

ttc" 1 ( a b -(- d -|- ...) 
nd’—' (a-j-4 + c-{-...) 

Imperocché supponiamo per poco , che nella potenza 
n — - 1 di quel polinomio abbia luògo per rispetto al termi-* 
ne a 1’ espresiofte 

a* -1 (it — 1) (4 + c + . * .) 

egli è chiaro, che per passare da questa potenza n — 1 alla 
succesiva potenza n , si debba moltiplicarla pel polinomio 
a + 4 4 . c + d -+• . . . Or in tal moltiplicazione si vede 
che prendendo il primo prodotto parziale dell’ espressione 


Digitized by Google 


dementare 


73 

poc’anzi supposta , per a primo termine del polinomio , si 
abbia 

a" -f- (n — 1) a" - ' (b -j- e d -f- ...) 

E continuando la moltiplicazione, dovrò prendersi il prodot- 
to di a"—' primo termine di quell’ espressione per b + e -j- d 
-f- ... , il quale è 

a— (b+c + d...) 

Laonde nella potenza n del proposto polinomio vi si dovrà 
contenere la 6omma de’ poc’ anzi detti due prodotti , cioè 
la quantità 

a» _(- na "~ ' ( b + c + d -f. ...) 

E lo stesso si potrebbe dimostrare relativamente a’ termini 
b , c , d , ... . Or si è veduto di sopra ne’ §§.158 e 159 , 
che nel quadrato , c nel cubo di un polinomio aveva luogo 
quell’ espressione supposta nel principio della presente di- 
mostrazione. Adunque essa dovrà anche aver luogo general- 
mente , come si è qui sopra enunciato. 

T e 0 n e m a II. 

162. Nella potenza n di un polinomio vi si debbono com- 
prender e le potenze n de ’ binumii , trinomii , cc. , cioè de due 
termini , de’ tre , ce . di quel polinomio, ognuna di queste però 
considerandola isolatamente , c non tutte insieme. 

Suppongasi di fatti che in(a-f-i-4-c-f-d-f- ...)"~ 1 vi 
sia (o -}- b)"~‘, allora per ottenere la potenza n di quel poli- 
nomio, bisognerà moltiplicare la precedente potenza n — I 
di esso per u-\-b-\-c-\-d -f- ..., cioè per (a -f -b)+c-\-d -j- ... 
Or nel moltiplicare (a + 4) ,— ' per a b risulta (a -f- b)" . 
Adunque vi è in (a-f-i-f-c+d-)- ... )" la quantità (a -f- b)”. 

E similmente si dimostrerebbe , che supponendo esservi 
ìn(a-f-6-j-c-f-d-p... )■“*' la quantità (a -(- b + c)*"~‘ 
debba pure essere in («-J- i-f-c-pd-f . . .)" l’altra (n-f-i-f r)". 
E cosi io appresso. 

10 
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Ma quello condizioni supposte , rilevasi dal §. 158 , che 
abbian luogo nel quadrato di uu polinomio o-f-A-f-c -fd ... , 
il quale può sempre concepirsi diviso in due parli , come 
a e(4-fc + rf...),o pure (« -f A) e (c + d ...) , o anche 
(« -f- A -f- e) e ( d ... ) . Adunque dovranno esse aver luogo 
generalmente , giusta 1’ enunciato nel teorema. 

A 1 1 T E R. 

103. Nel polinomio u -|- A c-(-d_p. ... pongasi 
a + A = sarà (n+A+c+d-j- ...)" = (/>+ c -M + ...)", 
ed in questa potenza vi dovrà essere un termine p " , eh’ è 
quanto ( a + A )" . Similmente pongasi o+A + c= ^, 
sarà n + Af c + i( + ... = ( q -|- d -f- ...)"; e nello 
sviluppo della polenta n di (r/ -§_ </ -f- ...) vi sarà un termine 
y”, ossia 1' equivalente (a 4- A -f- c)". E lo stesso in seguito. 

104. Posti i principii stabiliti ne’ due precedenti teoremi, 
è facile dedurre da essi la regola per 1 estrazione di radice 
da un qualunque polinomio , che sia potenza perfetta del gra- 
do della radice richiesta. 

Imperocché in quel polinomio dato , ogni termine che sia 
un’esatta potenza del grado n della radice da estrorsi , è la 
potenza n di un termine corrispondente in tal radice (1(31.); 
che perciò , se scelgasi un di quc’tcrmini nel polinomio dato, 
e da esso sì estragga la radice n, sarà questa un termine del- 
la radice cercala . E se un tal termine ottenuto si elevi al- 
la potenza n — 1 , e si moltiplichi per « , dovrà essere il 
moltiplicatore di tutti gli altri termini della radice richiesta 
(161.) : che perciò, se nel polinomio proposto si scelga 
un termine divisibile pel poc’anzi apparecchiato , il quozien- 
te sarà un altro termine di quella radice. Ed elevandosi a 
potenza n un tal binomio , dovrà esso potersi sottrarre dal- 
T espressione data (1G2.).0ra scegliendo nel residuo un ter- 
mine divisibile per lo stesso divisoru poc’anzi apparecchia- 
to , si avrà un altro termine della radice richiesta (161.) , c 
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la potenza n di questo trinomio finora ottenuto per radice si 
dovrà poter sottrarre dal polinomio proposto ( I ti'2 . ) ; o darà 
un residuo , se mai 1' operazione non siasi terminala , sul 
quale si opererà come sul precedente , per ottenere il quar- 
to termine della radice richiesta ; e così successivamente. 

165. L’operazione generale poc’ anzi descritta potrebbe 
abbreviarsi nel seguente modo . Ottenuto un primo termine 
della radice , come nel numero precedente , si apparecchi il 
divisore nel modo stesso che si è detto , e poi per esso di- 
vidansi tutti i termini della potenza proposta , che ne sono 
suscettivi ; si avranno per quozienti tutti gli altri termini 
della radice cercata. Ma tal maniera di operare può ricscir 
fallace in qualche caso : nè poi si potrà da essa ricavare il 
mezzo di compiere in alcuni casi una potenza del grado n in 
cui manchi qualche termine, la qual cosa riesce vantaggiosa 
in taluni rincontri ; che perciò , quantunque più lungo , ri- 
mane sempre preferibile il primo de’ modi sopra esposti. 

166. Intanto nel dare una convenevole applicazione dcl- 
1’ anzidetla regola ci limiteremo semplicemente all’estrazione 
di radice quadrata e cubica , che sono quelle che occorrono 
frequentemente nell’ uso dell’ Analisi algebrica. 

Esempio I- 


167. Cerchisi la radice quadrala del polinomio 


Quadr. 

Divista 


(a + é)’ = 


(a-M+c) 1 = 


a' p 2 al> -p b' P 2ac +2 bc -p c* Rad. cere. 

*' o + H c 

0 p 2 ab 
a p 2ab 4- l>‘ 

0 p 2«c 

a’p lab p b' p 2ac p 24c -pc* 

6 


Ed uu tal esempio non ha nè mcn bisogno di spiegazione per 
«ssere ben inteso , bastando la maniera com’ c esposto , e 



76 analisi algebrica 

quello clic per l' operazione in esso eseguila fu generalmente 
dello nel §.164. 

168. L'operazione precedente avrebbe anche potuto abbre- 
viarsi nel seguente modo, cioè: Dopo essersi ottenuto il pri- 
mo termine a della radice cercata, il quadrato di esso si sot- 
tragga dal primo termine a’ del quadrato dato, sicché essi cli- 
dansi. Poi si raddoppii 1' a , e diviso un termine del quadra- 
to dato , clic ne sia succctlivo , come 2 ab , per 2 a, si scri- 
va il quoziente -f l> si nella radice , che accanto a quel di- 
visore la : egli è chiaro, che moltiplicando ‘la -j- b per b si 
venga a compiere il doppio prodotto di a per b , c ’l qua- 
drato di b , che sono gli altri due termini del quadrato di 
« -{- b , dopo aver già distrutto il primo di essi a*; che per- 
ciò basterà sottrarre questi dal residuo già ottenuto col sot- 
trarre «’ dall’ espressione data : si avrà così un nuovo resi- 
duo . Similmente si raddoppii la radice a -f- b finora trova- 
ta, e si avrà 2a -J- 'lb ; c diviso un termine di quel nuovo re- 
siduo, che nc sia suscettivo, per 2 a, si scriva il quoziente c 
accanto a' due termini della radice già avuti , od anche ac- 
canto a la-\-lb . È pure manifesto, clic moltiplicando la -f- 
‘lb -J- c per c , si Terranno ad ottenere i doppii prodotti di 
a per c , di b per c , c ’l quadralo di c ; e questi aggiunti a 
que’ tre altri termini già distrutti formerebbero lutto il qua- 
dralo di a -f- b -j- c ; clic perciò sottraggasi questo prodotto 
dal precedente residuo ; e se abbiasi un altro residuo , si 
continui 1' operazione stessa clic si è fatta pel residuo prece- 
dente; si verrà per tal modo ad ottenere la radice cercata; e 
non essendoveue , come nel caso presente , sarà a -j- b -j- c 
una tal radice. 

1/ operazione nell’ esempio seguente trovasi eseguila nel- 
la maniera qui indicala . 
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Esempio IL 


<G9. Esaminare se sia un quadrato , o cosa manchi per ri- 
dui-velo , l' espressione data 


Divis.* 


Quadrato 

S 2®* — ax 

2x* — 2ax-f-a* 
aggiungasi . . 


2a® , -f'2o’x’— 6 *®’— Raditi 

x * «’ — ax •+ a* 

0 — Sajc'-f" a*»’ 

0 -+■ a'x' — b'x ' — 2a J ®r{-a* • 

, , . + aVe*-H>*«^ 


2a*x* — 2aV+a* 

2 a'x' — 2a’x-}-a* 

<T Ò 0 


Sicché la quantità proposta per dÌTcnire un quadrato per- 
fetto , la cui radice sia x'—ax + a', bisogna aggiugnerri 
a'x' + b'x'. 


Esempio III. 


170. Vogliasi la radice cubica dell 1 espressione 

a'+3a'b +3aV + 3al»> +Gabc +3ae* + b> +3fr’c +36c* +e* 


0 


Ì Raditi 
o+6+ e 


Dir.* 3o* 1° Res. 3a’b+3a'c+3ab'+Gabc+3ac'+ b , +3b'c+3bc'+c t 


a 5 . 3a’b 
(a + 6)’=: — -+■ — - 
' 1 0 0 


3ai>‘ 


b » 


2° Res. 3a*c +Ca6e+3ae* +3ò’c+3ic•+c , 

, . ,, o , +3o’ò+3a’e+3aò , +6aic+3ac’+ 6 5 +36’c+3ic’+c» 

(a+6+c) 5 = 

Presa la radice cubica a del termine a 1 dell’ espressione da- 
ta, il quale è cubo perfetto, questa 6 un termine della radice 
cercala ; ed esso elevato a cubo, e sottratto dall’ espressione 
proposta ha dato per residuo 3a'b -f- 3o’c + ... Ciò posto si 
è apparecchiato il divisore prendendo il triplo del quadralo 
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del termine a della radice poc’anzi trovato (164.), e per que- 
sto si è diviso il termine 3 a'b di quel residuo ; il quoziente 
_j- b è stato un altro termine della radice cercata , che finora 
l’ è o + b. Ed elevato a cubo il binomio o -(- b si è sottrat- 
to dall’ espressione data, e si è avuto il secondo residuo 3a'c 
-j. 6 aie + ... , nel quale diviso il termine 3o’c pel diviso- 
re stesso 3a* di sopra apparecchiato, si è avuto il quoziente 
_j_ c , terzo termine della radice cercata : e siccome eleva- 
to a cubo il trinomio a + b -j- c , e sottratto dall espres- 
sione data non vi è residuo , perciò a b -+■ c è la radice 
richiesta. 
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Delle combinazioni , e permutazioni. 


*9 


171. Def. i. Rappresentino a , b , c , d 

un numero n di cose , che dirò elementi , ed essi prendan- 
si a due a due , a tre a tre , cc. in tutt’ i modi che ciò paò 
farsi , escludendo però quelli che con diverso ordine com- 
prendano gli clementi stessi ; i risultamene che si otterran- 
no si dicono Combinazioni . £ si diranno Permutazioni le al- 
tre combinazioni degli elementi stessi con ordine diverso da 
quello delle già formate. 

172. Def. ii. Se gli elementi si sono presi a due per volta, 
le combinazioni, o le permutazioni corrispondenti si diranno 
binarie ; se a tre per volta si diranno ternarie , ec. 

173. Così degli clementi a , b , c , d sarebbero combina- 
zioni binarie le seguenti 

[ «> b ] [«»«■] [ a , d ] , ... **. 

ternarie le altre 

[a,J,e] [ a, b , d - 

174. £ le permutazioni corrispondenti ad esse sarebbe- 
ro , per le binarie 

[ b , a ] [ c , a ] [d,o],ec. 

per le ternarie 

/[«,c,4] ([a,d,4] 

per la 1. J [ b , a , c ] , per la 2.f [ b , a , d ] 

175. Dalla definizione recata nel §. 166 è chiaro primie- 
ramente , che se gli elementi dati a , b , c , d... fossero al 

" L'ordinaria maniera di dinotaro le combinazioni colf accozzamen- 
to delle lettere cho ne esprimono gli elementi riescendo impropria, do- 
po ciò che si è stabilito nel §. 17 , abbiamo però adottata l’ altra (orma 
quassù esposta . 
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numero m , e di casi si' volessero le combinazioni al grado 
stesso m , non ve ne sarebbe che una sola. 

17G. Quindi con due elementi a , b , non si potrà ottene- 
re che la sola combinazione [ a, b ] ed una sola permutazio- 
ne [ b , a ] si potrà ottener da quella combinazione ; ond’ è 
chele combinazioni, e permutazioni saranno in numero di 2 . 
Che se gli elementi sieno tre a , b , c ; si potrà far da essi 
ana sola combinazione ternaria , che sia [ a , b , c ] . Ma 
siccome l a non si è presa che arbitrariamente per primo ter- 
mine, e b per secondo,c per terzo; così cominciando a scam- 
biare quel primo termine in b , o in c, si avranno le due per- 
■ mutazioni [ 6 ,«,c],[c,/>,a];e scambiando quel se- 
condo termine b con c , e viceversa , in ciascuna delle poc'an- 
zi ottenute tre permutazioni , si otterranno così le altre tra 
! [a , c , fc] , [c , a , b ] , \b , c , a] . Che perciò essendo- 
si colle precedenti operazioni eseguiti tutt' i cambiamenti 
d’ ordine , di cui eran suscettivi gli elementi di quella pri- 
ma combinazione [ a, b, c ] , si vede chiaramente, che con 
tre elementi si abbia una sola combinazione ternaria, e cin- 
que permutazioni di questa ; ond’ è che il numero delle une 
c delle altre sarà espresso da 6 , cioè da 3.2. 

477. Che se gli elementi proposti erano A espressi da 
a , b , c , d ; da essi non si avrebbe clic la sola combinazio- 
ne quadernaria [ a ,b, c , d ] . E con un ragionamento ana- 
logo al precedente si vedrà , che scambiando il b con 1 ’ a , 
il '< con 1 ’ a , il ri con 1 ’ a , cioè passando ciascun di questi 
elementi per primo, c quello in lu 9 go loro rispettivamente, 
si avranno tre permutazioni di quella prima combinazione ; 
ed in queste quattro espressioni potendo scambiarsi il c , d , 
col b , se uè verranno ad avere 8 altre , che con le quattro 
precedenti ne vcrrauno a formare 12 . Finalmente in queste 
Vi scambiando il d col c, ne nasceranno 12 altre : ond'è che 
il numero delle combinazioni , e permutazioni di 4 lettere 
sia 24 , e però espresso da 4.3.2. 1. 
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478. In generale per un numero nidi elementi , le combi- 
nazioni, e permutazioni al grado ni dovranno essere espresse 
dam(m — 1) .... (m — (m — 4)). Di falli , sia ciò 
vero per un determinato numero m ; se tal numero si accre- 
sca di 1 , sicché divenga m -f- 4 =2 tn\ la formola poc’ anzi 
recata si cambierà in 

(m-f-l)m(m — 4) .... ( ( m + 4 ) — m ) ) 

cioè in 

)(»»' — 2) ((m'— (m'— 4)) 

la quale è identica in forma alla proposta ; e ciò indica che 
verificandosi quella per un dato grado di combinazioni , e 
permutazioni, debba anche aver luogo per 1’ altra di un gra- 
do superiore ; ma quella formola si è veduto esser vera fino 
alle combinazioni , e permutazioni quadernario di 4 elementi 
(477). Dunque dovrà pure aver luogo per le pcntcnaric di 5 
clementi : e cosi procedendo oltre. 

Problema I. 

479. Dato il numero m di elementi espressi dalle lelteirt 
ti , l > , c, d, e . . . ; determinare il numero delle comhi - 
nazioni , c permutazioni binarie delle medesime. 

K manifesto che accoppiando ad a una per volta ciascu- 
na delle altre lettere, che sono al numero m — 1 , si verran- 
no ad avere tutte le combinazioni di a con qnelle ; le qua- 
li combinazioni risulteranno al numero m — 1. Similmente 
accoppiando a b tulle lo altre lettere anche al numero m---4 , 
compresavi 1’ a , si verranno ad avere tutte le combinazioni 
di b con quelle; e queste risulteranno anche al numerom — 4. 
E così continuando in seguilo per lutti gli altri elementi c,d... 
si verranno ad avere m serto di combinazioni , ciascuna al 
numero m — 4 di termini, nelle quali , com’ è chiaro, vi si 
comprenderanno anche tutto le permutazioni di quelle com- 
binazioni ; ond è che il numero delle unn e della altre do- 
li 



&% analisi algebrica 

Tra essere dinotato da 

■ m ( m — 1 ) ; 

e quindi quello delle une , o delle altre separatamente ver- 
rà espresso da 

m (m — 1 ) 

2 

YtiOtl E M A H. 

180. Esibire il ttumero delle combinazioni , e permutazio- 
ni ternarie , o quello delle sole combinazioni , che possonsi 
effettuare con m elementi. 

Suppongansi fatte le combinazioni , e le permutazioni bi- 
narie di essi m elementi , che saranno, come si è veduto, al 
numero m(m — 1 ). Per avere le ternarie, è chiaro che ad o- 
gnunadi queste converrà accoppiarvi ciascuno degli elemen- 
ti dati , dal terzo in poi , cioè da c in poi , il che per cia- 
scuna di quelle combinazioni, e permutazioni binarie ne da- 
rebbe m 2 ternarie ; e quindi l’ intero numero delle com- 

binazioni , e permutazioni ternarie verrà espresso da 
m (m — 1) (m — 2). 

Ma per ogni combinazione ternaria si hanno cinque permu- 
tazioni , sicché quella viene ad essere quanto il sesto del nu- 
mero delle une e delle altre ( 176. ) . Laonde il semplice 
numero delle combinazioni richieste verrà dinotato da 
m (m — 1) (tn — 2) 

1X3 ‘ 

181. Continuando il ragionamento in modo simile a quel- 
lo del precedente problema , si troverà che il numero del- 
le combinazioni , e permutazioni quadernario di m elemen- 
ti sia espresso da 

m(m — 1) (m — 2) (« — 3) ; 

e che quello delle sole combinazioni venghi dinotato da 
rw(m — 1 ) (m — 2) (m — 3) 

1.2. 3.4 


(176.). 
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Ed in generale che la forinola la quale esprime lo permuta- 
zioni, e combinazioni al grado n di m elementi sìa la seguente 
m(m — 1) (»i — 2) (m — 3) . . . (m — [« — 1} ) 
e quella delle sole combinazioni 

m(m — 1) (m — 2) (m — 3) . . . (m — [n — 1 ] ) 

1.2. 3.4 n 

Ea qual eosa colendo dimostrarla generalmente si potrà far 
uso di un ragionamento analogo a quello del §. 178 ; il 
qual modo di dimostrare è da noi soventi volte adoperato in 
questi Elementi. 

182. E ciò può qui bastare per 1’ uso che dovremo fare 
del presente argomento ; intorno al quale chi desidera mag- 
gior estensione , ed un esercizio di curiosi problemi , che da 
questa teorica direttamente dipendono , potrà riscontrare il 
cap. xi. part. 1 . c 2. dell' Algebra del Ehuilier. 
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CAPITOLO XI. 

Formoli generale dello sviluppo di una potenza 

QUALUNQUE DI UN BINOMIO. 

r 

183. Diverse dimostrazioni sono state date dagli analisti 
per lo sviluppo della formula ( x -f «)■" 5 conosciuta volgar- 
mente col nome di Binomio del Newton , ove la m rappresen- 
ti un numero qualunque. l)i queste le generalissime riposa- 
no sopra principii superiori a quelli clic ora trattiamo in que- 
sta parte dellAnalisi algebrica, c dopo 1’ esposizione de qua- 
li anclie noi non tralasceremo di ritornare su questo argo- 
mento medesimo , la cui importanza ci obbliga , per ragion 
di metodo, a doverne ora trattare. Altre che su principii e- 
lementari sono fondale , che perciò al presente trattalo ai 
confauno , pel caso più semplice , cioè per quello iu cui m 
sia un numero intero positivo, dal quale poi la dimostrazio- 
ne degli altri casi trovasi dedotta , sono fondate sull indu- 
zione; ed in talune di queste solamente, dopo di essersi co- 
si prodotto il ragionamento (ino ad un certo seguo, da deri- 
varne con chiarezza la legge onde progrediscono i termini 
di quello Sviluppo , vi si trova poi dimostrata generalmen- 
te la continuazione della stessa legge in appresso , cioè per 
tutti gli altri termini , e per qualunque valore intero c posi- 
tivo della m. 

184. A noi pare intanto , che siccome la formazione della 
potenza del binomio, in questo primo caso, consiste effettiva- 
mente in una continuata moltiplicazione di quel binomio per 
se stesso , sicché per tal modo venga a comporsi un prodot- 
to di m fattori espressi dal medesimo binomio , co A la leg- 
ge di questa formazione dalla natura di un prodotto di fatto- 
ri binomi! della forma x + a debba direttamente ripetersi. 
¥ tanto piu giovq che in tal modo questo argomento sia qu't 
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trattato , quanto che potremo in appresso valerci di questa 
stessa ricerca nella composizione de’ coefficienti de’ termini 
delle equazioni composte , nel quale argomento anche del- 
l’ induzione la maggior parte degli analisti si vale. 

Ttouii. 

185. Se. un polinomio ordinato per rapporto ad una let- 
tera x comune a’ suoi termini si trovi essere della forma 

x " + Ax m ~‘ + Bx m ~' + + T 

che indicheremo per M , ed esso si moltiplichi pel binomio 
x -J- a ; il prodotto dovrà essere un polinomio ordinato per 
rapporto alla stessa x al grado m -p 1 , ed avere un termi- 
ne di più del proposto . 

Imperocché moltiplicando il polinomio M per x primo ter- 
mine del binomio x -p a , si ha di nuovo lo stesso polinomio 
con la x accresciuta di una dimensione in ciascun termine ; 
ed in seguito moltiplicando quel polinomio per -p a si dovrà 
avere un altro prodotto nel quale la x si troverà al grado 
stesso che nel polinomio proposto, avendo -p a per fattore in 
tult' i suoi termini. Sicché stabilendo questo nuovo prodot- 
to di rincontro al precedente , incominciando perciò dal se- 
condo termine di questo, si potranno ridurre ad un solo i ter- 
mini moltiplicati per lo stesso grado della x , e risulterà cosi 


*"+* + Ax m + B xT— + Tx 

*p ax m -p Aax m ~' -p Sax -j- aT 

cioè 


xT+' + (A + a) x” + (5 + Aa)x— ( T+Sa)x+aT 
il qual prodotto, che in appresso dinoteremo per N , si ve- 
de aver le condizioni proposte nel presente teorema. 

186. Cor. 1. Il prodotto di due hinomii della forma 
x -(- a , x -p 4 dee essere un trinomio ove la x ascenda a 
due dimensioni nel primo termine : quello di tre binomi! 
* + a , x -j- 6 } x + c dovrà avere quattro termini , e la x 
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sei primo di questi al terzo grado. E generalmente se sieoa 
•l numero m i fattori binomii x « > x + 6 , x c- , ... 
il loro prodotto dovrà costare di m -f- 1 termini , nel primo 
de’ quali la x si troverà al grado m. 

187. Co*. 2. L’ ultimo termine -f aT nel polinomio N 
risulta dal prodotto del secondo termine del binomio x a 
per 1’ ultimo termine T del polinomio M pel quale si 6 mol- 
tiplicato ; e cosi supponendo questo polinomio M nato dal 
prodotto di un polinomio M', ove la x era al grado m — 1 , 
e 1’ ultimo termine veniva espresso da V , per un fattore 
binomio x -+- a , si troverebbe essere T ss *2 V ; e similmen- 
te retrogradando fino al primo fattore binomio del polinomio 
M , si troverebbe che 1 ultimo termine di un polinomio com- 
posto da fattori binomii della forma soprindicata, debba co- 
stare del prodotto di tutt’ i secondi termini di que’binomii ; 
il che per altro era anche chiaro dalla moltiplicazione. 

Fiontii. 

188 Se un polinomio sia composto da fattori binomii del- 
la forma x + a , x + b , x •{■ c , , ...," si vuol determinare 
la natura de’ coefficienti della x per ciascun termine di esso. 

Per faciltà maggiore supponiamo nel polinomio N(185.) 
trasformata la m-f 1 in n, sicché esso divenghi della seguen- 
te forma N' 

x-+ (A+a)x'- + (B+Aa)x—' + .... + (r+Sa>+r« 

È chiaro che V introduzione del fattore x -f o nel polinomio 
M ha accresciuto di a il coefficiente del secondo termine 
di quello ; e questa legge dovendo sempre veriGcarsi , cioè 
aver luogo anche pel polinomio M derivante da M 1 (* + *), 
sicché la A sia uguale ad A' + * , e così in appresso, si ve- 
drà che generalmente : 

Il coefficiente del secondo termine del prodotto di più fat- 
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tori binomi 1 , tal che x-\- a , x -f- 6 , x + c, ... debba ri- 
luttar dalla somma de' secondi termini di quc binomii. 

Similmente il coefficiente della x" - ’ , cioè del terzo ter- 
mine del polinomio N' è B da , ove A coefficiente del se- 
condo termine del polinomio M , che aveva un fattore bi- 
nomio di meno che N' rappresenta la somma di tutl' i se- 
condi termini a, fi, y, ... de' fattori binomii di M, al numero 
di m; che perciò è chiaro , che Aa dinoti la somma delle 
combinazioni del secondo termine del binomio x -f a co’ se- 
condi termini + »,+/3,-f-'y,... degli altri binomii fat- 
tori di M ; sicché per 1’ introduzione di questo nuovo fatto- 
re x + a , il terzo termine del polinomio N 1 , che n’ è risul- 
tato , si trova accresciuto di tal somma di combinazioni . 
Ed essendo chiaro , che debba similmente B essere quanto 
B' + A' a , ove A' rappresenta -j- £ + 7 -f- ... , ed « il 
secondo termine del nuovo fattore introdotto in M' per ave- 
re M , si vedrà che in generale : 

Il coefficiente del terzo termine di un polinomio prodot- 
to da' binomii x a , x-f-ó, x-j-c, ... debba esser rappre- 
sentato dair aggregato delle combinazioni binarie di tuli' i 
secondi termini di quc’ fattori. 

Ed in generale essendo Q-f-Pa il coefficiente di un termi- 
ne qualunque dell’ ordine p del prodotto N' , e Q dinotando 
il coefficiente del luogo stesso nel polinomio precedente M, 
dovrà esso venir espresso da Q 1 + P' a ; e similmente Q* 
sarebbe espresso da Q" -|- P‘ fi . Sicché il coefficiente del 
termine proposto dell’ ordine p sarebbe espresso da Q 1 .... 
-j- P"y -p P'p + P* -J- Pa , rappresentando Q' il coeffi- 
ciente del termine dell’ ordine stesso di quel!; cte noi con- 
sideriamo , ma nel polinomio del grado p — 1 ; che perciò 
verrebbe ad esserci’ ultimo termine di questo , e quindi rap- 
presentato dal prodotto di tuli’ i secondi termini de’ binomii 
suoi fattori al numero p — 1 (1 87.). 

Da ciò è facile conchiudere , che : 
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Jl coefficiente di un termine qualunque n di quel prodotta 
N sia quanto la somma delle combinazioni al grado n — 1 
di luti i secondi termini de' fattori binomii di tal prodotto . 

189. Ed è poi anche facile a rilevarsi dalla regola data 
pe’ segni nella moltiplicazione , che se i secondi termini di 
qne’ fattori binomii sieno tutti positivi , saranno anche tutti 
positivi i termini di quel prodotto ; e che essendo negativi 
debbano alternarsi i termini del prodotto, risultando negati' 
vo il secondo, positivo il terzo, negativo il quarto , ec. 

Teorema. 


190. Se 7 binomio x a si elevi alla potenza n , dinotan- 
do n un numero intero positivo , una tal potenza avrà la se- 
guente forma 

n(n — 1) n(n — 1) (n — 2) , , 

x"+ nax ’-f — —Vi + .■ i \ -aV — 1 - 


1.2 -- ' 1.2.3 

n(n — 1) ... (n — n -J- 2) 


a" - 'a: -f a* 


1.2.3 ....(«— 1) 

Imperocché il coefliciento della x nel secondo termine 
del prodotto di n fattori x a dee esser composto da n di 
volte + a , c quindi sarà esso -j- no . Il coefficiente della 
x nel terzo termine dee esser la somma delle combinazio- 
ni binarie di n lettere a , ed il numero di tali combinazioni 

essendo (179.), e ‘1 valore di una di esse venen- 

do dinotato da a' , ne segue che il valore di tal coefficiente 

«fri - 1 } 

sia per 1’ appunto - — • Io oltre il coefficiente del 
quarto termine risultando dalle combinazioni ternarie di n 
lettere a , sarà perciò — (180.) E’1 coef- 


ficiente del termine n risultando dalle combinazioni « — 1 
di n lettere o , dovrà esser dinotato da 
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2) g 

1. 2. 3 (n — 1) ' '* 

E combinando questa riduzione de’ coefficienti , per tal ca- 
so , con ciò che nel precedente teorema (185.) si è dimo- 
strato , si rileverà facilmente la verità dell’ assunto. 

191 . Essendo identiche le due espressioni ( x -f- a )" ed 

( a -f- x )" , identici dovranno pur essere i loro sviluppi 

„(„ — l)...(n — n-j-2) _ _ 

+ . o" ’ X 

1.2.3.. .[n— 1) 

n(n— l)...(n— n-fl) _ 

-4- ■ — - - . a* 

T 1. 2. 3.... n 
, «(n— l)...(n— n+2) 
+“.2.3... (n -l ) * a 

Win— l)..(*i — ) 


n(n — 1) 

K n -\-nax n ~'-\- 'a’a 1 * - * . 

1.2 


a’+mra 1 — ■ ~ x , a‘"~* 

l«a 


e solamente scritti con ordine inverso ; ond’è che debba, 
come apparisce anche per intuizione , il coefficiente dell'ul- 
timo termine pareggiar quello del primo, ed esser quindi 1 ; 
il coefficiente n del secondo termine pareggiare 1’ altro 
n(n — 1) ... (« — n + *2) 


1.2.3 .... (n — 1) 


del penultimo termine ; e si- 


milmente il coefficiente — — ^ del terzo termine dovrà 

1 . 2 . 


esser uguale a quello dell’ anlepenultimo termine , e cosi in 
appresso. Laonde si vede, che quando siesi giunto ad otte- 
nere la metà de coefficienti della potenza n del binomio 
x -f- a , se la n è impari (18G.) , quelli de rimanenti termi- 
ni saranno questi stessi scritti con ordine inverso , cioè in- 
cominciando dall’ ultimo ottenuto , e salendo al primo ; e 
se la n è pari (18G.) , bisogna giugnere fino al termine me- 
dio , e pc’ termini rimanenti continuare , coinè si è detto , 
dal precedente a tal medio in indietro. 

192. La semplice ispezione dello sviluppo della potenza 
n del binomio x -}- a fa vedere , che in ogni termine il coef- 

12 



9® 


analisi algebrica 


ficicntc ” stabilito nel modo già detto , debba moltiplicare 
il prodotto de’ termini del binomio elevati rispettivamente 
a tali polente , che la somma degl’ indici di esse faccia n ; 
di tal che , se quello di x fosse n — m, quello di a dovreb- 
be essere per 1’ appunto ni, dinotando m il luogo del termi- 
ne minorato dell’ unità ; talché se quel termine era il terzo , 
sarà m = 2 ; se il quarto m = 3 , ec. In guisa che volendo 
effettuare la potenza n del binomio x + a, si potrebbe facil- 
mente ottenerla nel seguente modo. 

Si stabilisca il prodotto ed in esso si vadan sosti- 

tuendo per m lutt' i numeri interi , incominciando dal zero 
fino all n stesso , sicché si abbia 
x* , x"~'a , . . . jr *— ("— ■> , a" 

ed i coefficienti saranno , come si è veduto , n pel sccon- 
ti(tt — 1 ) n(n — 1 ) (n — 2) 

1.2 1 ’ 1 . 2 . 3 

quarto cc. 

Esempio. 


pel 


193. Voglia elevarsi a quinta potenza il binomio 
2y + 4 z. 

11 prodotto da stabilirsi é 

(2/) 5 -"X(4z)" 

e quindi i termini di tal potenza senza coefficienti saranno 


I* 

(V) s 

m — 0 

ir 

(2/) 4 xAz 

m = 1 

in* 

(V) J X(4z)* 

ni — 2 

IV 

(2/*)’X(4z)‘ 

m 3 

V 

(2/) X (4z)< 

m = 4 

vi* 

(4=)‘ 

m — 5 


" Qui il coefficiente è preso nel suo senso ristretto per quella espres- 
sione della n che moltiplica in ciascun termine le potenze rispettive 
della m e della a , che sono i fattori de' termini del binomio proposto . 
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ed i coefficienti del secondo , e terzo tcrmiue , c quin- 
ta 5 4 

di quelli del quinto , e quarto (186.) saranno cioè 

5 e 1 0 ; ond’ è che una tal potenza , verrà espressa da 

(2 v «)«+5[2y*) 4 x4z+10(2y , ) , X(4z)*+10(2y»]*X(4z) , +5(2y)X(4z) 4 +('4*)' 

cioè , eseguendo le operazioni indicate, da 

32/“+320j 8 z+1280/ a *+2560/z 5 +2560^V+1024z s . 


194. Poiché (34.) il binomio ( x -f a)* = x n 



si potrà anche dar questa forma ad un binomio da elevar- 
si a potenza, il che ne facilita lo sviluppo, rendendolo indi- 
pendente dal primo termine ; ed allora non bisognerà far 
altro , in fine dell’ operazione , che moltiplicare lo sviluppo 

ottenuto da 0 +t)' per x' , a fine di ottener quello di 


(x-|-a)" : e ciò suole adoperarsi principalmente ne’ casi doli’ e- 
sponeute n non intero c positivo, ove riesce assai vantaggioso 
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CAPITOLO XII 


Contine azione dello stesso argomento 

DEL PRECEDENTE CAPITOLO. 


195. Passiamo ora a ricercar lo sviluppo del binomio 
( x -f- a )“ , supposto che sia n un numero qualunque . Se- 
guiremo in questa ricerca il modo tenuto dall' illustre Lhui- 
lier , nella sua opera intitolala Principiorvm Caladi Digc- 
rentialis et Integrali exposilio elementari , e ripetuto poi 
ne’ suoi Elementi di Algebra al cap. sin. ; poiché non solo 
ci sembra assai conducente per 1’ esattezza , e chiarezza 
de’ principii su i quali è fondato ; ma è pure connesso eoa 
la dimostrazione da noi data del precedente caso di un tale 
sviluppo •*. 


Lemma I. 

196. Sieno due formale 

M z m +A x m ~'+B x +C.t"- 1 ... +Pa— <'—>+() x—' 

IV x’+A'x"— +B'x"— +CV -S ... +P'a* ' 

ordinate per rispetto ad una stessa lettera x, ( A , B , C... 


•* La via tenuta dal Lhuìlicr in questa ricerca , conviene nel princi- 
pio elle vi si adopra, come egli stesso lo avverte nella nota a piedi dul- 
ia pag.lUi!. voi. II. Elcmens ti Algebre , cou quella dell' Eulero , per la 
diijiostrazioue generale ed elementare della formula del binomio, in- 
serita nel voi. 19. de' Aoti Commentarli dell' Accademia di Pietrobur- 
go , anno 1 77à . Ma la facil riduzione di ciascun coefficiente di un 
termine a quello del precedente ad esso , che qui appresso si vedrà , 
è interamente dovuta al matematico di Ginevra ; ed c ciò da ripu- 
tarsi nou ultima parte in tale dimostrazione . 

Cioè disposte in modo, che ne' termini successivi 1' esponente del- 
la x vadasi continuamente abbassando di 1. 
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Q ... , A' , B 1 , C' .... (f .... dinotano i coefficienti del- 
la x; e quelli che sono solamente diversi per 1’ apice ' che gl» 
affetta , appartengono a’ termini dell’ ordine medesimo ) ed 
ette formale si moltiplichino fra loro ; ciascun termine del pro- 
dotto , il cui grado o luogo sia dinotato da r risulterà dalla 
somma de’ prodotti del termine dello stesso grado nell’ un fatto- 
re per lo primo termine dell altro fattore, del termine del gra- 
do r— \ nell un fattore per lo secondo dilli altro, e cosi sem- 
pre retrogradando , / Inciti si giunga a moltiplicare il primo 
termine dell’ un fattore pel termine del grado r dell ’ altro. Ne’ 
quali prodotti parziali l’ esponente della x risulterà sempre lo 
stesso , cioè quanto m -|- n — r. 

Cosi , per lo termine corrispondente nel prodotto a quel- 
li che sono dinotali ne’ fattori rispettivamente da Qx" - ' , 
Q'x" - r verrà esso espresso da 

Qx m - r .x r +Pj."'-< r -‘>.A'x’—.. .-fPx— (r -'KAi—'+Q'x'— r .x m 

La dimostrazione di ciò è chiara dalla natura della mol- 
tiplicazione. 

Lemma IT. 

197. Supposto che i coefficienti A,B,C A',B',C' 

dille forinole proposte nel lemma precedente sieno composti in 
medn rispettivamente, come quelli della formolo del binomio ; 

* coefficienti del prodotto di esse , saranno similmente compo- 
sti in m — f- n , che lo sono in m , o pure in n quelli dell’ or- 
dine stesso nelle formale date. 

1 coefficienti delle foratole date , essendo rispettivamen- 
te i seguenti : 
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Per la prima. 

1 

m 

«n(m — 1) 

1.2 

*n(m — 1) («» — 2) 


analisi algebrica 

Per la seconda. 

1 

n 

— Il 


1.2 

”[" — *)(» ~ 2 ) 

1.2.3 

n(n — 1) (n — 2) (n — 3) 
1.2.8.4 


1.2.3 • 

m(m — 1) (m — 2) (m — 3) 

_ 127374 

»n(m — 1} (m— 2) (m — 3) {m — 4) n(n — l)(n — 2) (n — 3) (n — 4) 


1,2. 3. 4.5 


1. 2.3.45 


perciò quello del secondo termine del prodotto di tali for- 
inole dovrà risultare espresso da m n (196.). 

Quello del terzo termine di tal prodotto sarà 


?*l?^ +OT . ft+ n ÌLzll 


m'w — 1) 


1.2 


1.2 


“ 1.2 r 1.2 

m(m — 1) 

“ 1.2 1.2 


2.mn , »(» — 1) 


1.2 


Ili «(» — 1) 
+ 1.2 1.2 

n»(m -(- n — 1 ) , l»(m + n —1) 
; __ 

(m + n) (w •+ n — i) 

n 2 


Il coefficiente del quarto termine del prodotto medesimo 
verrà rappresentato da 

».(»—!) (m— 2) m.(m— l).n n.(«— l).n* njn—ì) (»— 2) 

1^3 + 1.2 + 1.2 + 1.2.3 

m.(m — l)(m — 2) . 3m.(m — l.)n _ 3n.(n — l).m # »■("—!) 

— 1.2.3 l" 1 , -> ■> + 1 0 . a "» 1.2.3 


1.2.3 


1.2.3 


m.(m — 1) (m— 2) t fn.(n> — l).n 

— TU + 1.2.3 


2m.(m— l).n 2n.(n — l).m 

■ 1.2.3 + 1.2.3 


, n.(n— l).m , n.(n — 1) (« — 2) 
* “1.2.3 *■ 1.2.3 
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la quale ultima espressione , che abbiamo ordinata in tre 

linee, avendo per comun fattore di ciascuna 1’ " 1 + n ~ 2 f j_ 

ducesi linea per linea a’ termini della seguente 

*”+»—' 2 m.(m-l) rn-fa— 2 2m.n , 2 n.'n— 1} 

“ 3 x i.2 X T¥ + — F-x-tr- 

__ tn-f-n— 2 Sm.(m— 1 ) 2m.n n .{n—i)\ 

3 V. 1.2 + T2 '+~T 2 ~) 
ove T espressione racchiusa nel vincolo si trova esser preci- 
samente quella del termine precedente , e perciò uguale ad 
(m + n) (m -f- n — 1) 

' • Adunque il coefficiente del termine 

ora considerato , cioè il quarto , diverrà 

(”» + ”) (m+« — 1) (m + n—2) 

TT273 ~ 

Così pure il coefficiente del quinto termine di quel prodotto 
sarà espresso da 

rn,; m — 1) (m-2; (m- 3) , m.(m-l) (m-2)n . m.fm-1) n.U-U 
1-2.3.4 + Ts . 3 + iJ-X-^nr 

I ”•("—! ) (n— 2)m n.(n— 1) („— 2) fn — 3) 

C2.3 + TOÀ 

cioè da 

tn.(w 1 ) (m— 2) (ro— 3) , 4n.m.(m— 1) (m— 2) , 2.3.m.(m— ll.n.fn— 1) 

1.2, 3.4 "t" 


1.2. 3. 4 


1.2. 3.4 


_l_ 4w.n.( n— 1) (n— 2) 1) (»— 2) ( n — 3) („ 

1 -2.3.4 , ^ r.2.3.4 


£ quindi da 

ni.fm— 1) (m— 2) (w— 3) _ n.m.(m— 1) (m— 2) 

1.2.3.* + 1.2.3. 4 

, 3w.rn.fm— 1) (m— 2) 3m.(m— lj.n.fn — 1) 


1.2.34 


1.2.3. 4 

3iw.(m— l).n.(n— 1) t 3m.n.(n- lì (n— 2) 


~ 1 . 2 . 3.4 ~ 1 . 23.4 

_m.n[n — 1) (n — 2) , n.(n— 1) (« — 2) (n— 3) (« — 4) 

1.2.3. 4 i;2.3.4 
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che , cavandone il fattore comune — da ogni bino- 


mio costituente ciascuna linea , si riduce ad 

m 4- n 1) (m — 2) 3n.m(m— 1) Jm.n.lm — 11 ».(» — 1) (n — 2)"\ 

ì V. 1.2.3 + TO + 1.2.3 + ÌX5 ) 

Nel qual risultamento ritrovandosi la quantità compresa 
nel vincolo identica al coefficiente del termine precedente ; 
perciò il coefficiente del termine presente verrà espresso da 

m.fm+n) (m +n — 1 ) {m + n— 2}fm +n — 3) 

: 1 .23.4 


E così potrebbe prolungarsi una tal dimostrazione ; ma 
senza ciò fare , è facile vedere che la legge la quale fino- 
ra si è conosciuto aver luogo , debba continuare pe’coefli- 
cienli de' termini seguenti , subito che si riflette, che i fat- 
tori ond’ essi nascono procedono sempre con la medesima 
legge, e similmente le operazioni che si debbono fare per e- 
scguir le riduzioni in quel prodotto. 

198. Da’ due precedenti lemmi è facile rilevare , che il 
prodotto degli sviluppi de' hinomii (x -f a )“ , (x -f «)" , 
(x -|- a) p , ec. sia una forinola Innondale analoga allo sviluppa 
dell' un de’ fattori , ove in luogo dell' esponente di questo 
vi stia m 4-n + p-f- cc.La qual cosa per altro rendevasi an- 
che chiara dal §. 28 , essendo (x-fa)'" (x-J-a)" (x-J-a)'’ ... = 
(x+ a) n, +" + ' , +”. Quindi : 

199. Co*. 1.1/ quadrato , il cubo ... la potenza «-esi- 
ma di una formolo, binomialc si otterrà sostituendo da per ogni 
dove entra il suo esponente , il doppio di questo , il triplo , O 
«-volle il medesimo. 

200. Con. 2. Al contrario : 

La radice p di una formolo binomialc ( ove p dinoti un nu- 
mero intero positivo J si otterrà sostituendo da per lutto in 
quella forinola l esponente della medesima diviso per p. 

Poiché al contrario con sostituire in questa nuova formo- 
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la binomiale , il molliplice p dell’ esponente di essa , si ri- 
torna alla proposta. 

Teorema I. 


201 .So m ed n sicno numeri interi positivi , dovrà estere 
(*+«)* s=x* + — ax" + — 1 )a'x 

TT2 



1.2.3 r 


Ciò è manifesto dal gii detto nel cor. 2. del lemma II. E 
si vede pure , che questa serie , quando n non fosse un di- 
visore di m , debba continuarsi all’ infinito. 


Teorema II. 


202. 1 binomii (x-f-a) " , ed (a-f-a)*“r si svolgono ancor 
essi in espressioni come quelle de' §.190 e 201 rispcttivamcn- 

m 

te , ove però invece di m , — si ponga — m , — — - . 

fi n 

Di fatti se lo sviluppo di (x •}■ a)r si dividesse per 1' altro 
di (x + dy , il quoziente dovendo pareggiare ( x -j- a 
sarà un espressione della forma del §.190, ove siavi p — q 
sostituito alla m; e quindi se q = p -j- m, sarà;» — p — m, 
cioè — m la quantità da sostituirsi nella forinola quoziente. 
Laonde ec. 

E la stessa dimostrazione ha luogo anche per 1’ altro caso 
del presente teorema. 

A 1 1 r un. 

203.11 binomio (x+a)’" moltiplicato per l’altro (x+n) - 1 " 
dà (x+a)” ss 1 ; onde tale dee aneli’ essere il prodotto del' 

13 
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le rispettive formole in cui que’ due binomii sviluppansi. Oc 
la prima di queste è 

m( Iti 1) 


4n ^ + 

1.2 * T 1.2.3 


e supponendo che la forma dell’ altro sviluppo sia 


m(— m— 1) 

1.2 


a'x — " 


tn( — m — 1) [ — ta — 2) 


1.2.3 


■a'x-’* 


si vede che nel prodotto di esse, dal secondo termine in poi, 
vi sia per fattore del coefficiente il binomio m — m = o ; 
ond’ è che tali termini svanendo tutti , il prodotto cercato 
risulti rappresentato solamente da x m ~‘ " = x° t= 1 . Adun- 
que tal dee essere quale si è supposto lo sviluppo della for- 
nitola Innondale (ir -f- o)~". 


£ lo stesso vale anche per lo sviluppo dell’altra (ar-fa) 
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CAPITOLO XIII. 

Avvertenze necessarie per convenientemente 

SVILUPPARE LA POTENZA DI UN BINOMIO. 


204. Allorché si sviluppa in serie il binomio (x -f a) m , 
ove m dinoti un numero intero positivo , è chiaro che giunti 
al termine m -{- 2 vi si debba nel coefficiente di questo , e 
così pur ne’ seguenti oontener sempre il fattore m — m cioè 
zero , da che venendo essi a svanire ne segue che la serie 
dopo quel numero di termini si arresti. Al contrario, siccome 
quel fattore zero non mai dee aver luogo ove la m si suppon- 
ga essere un numero negativo , o frazionario , così avviene 
che io questi casi la scric ’ 5 esprimente quello sviluppo debba 
procedere all’ infinito. Ed è perciò che in essi è della mas- 
sima importanza , che i termini dello sviluppo vadano sem- 
pre decrescendo , cioè , come sogliono esprimersi gli ana- 
listi , che la serie sia la più convergente possibile, affinchè 
dalla somma di un numero di que’ termini possa ottenersi , 
con quella approssimazione che si vuole , il valore dello svi- 
luppo medesimo. 

205. Per riescire in ciò , pongasi la foratola Innondale 




min 


1.2 


i . 

-a\ 


m[m— 1) (m— 2) t J , 

■■ — : 1 ■ fi 


1.2.3 


sotto l’ altra forma 


, mfm — 1) a' , oi>— 1) (m— 2) a * 

1 Ì 2 X* + 1 2.3 *T» 

eh’ è precisamente lo sviluppo di x m o+y formo la ri- 
dotta dall’ altra ( x + a ) m ; si vedrà chiaramente che scm- 




,s Si denomina dagli analisti serie una scguela di termini proccdeo- 
li con una determinala legge 
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prc clic— sia un fratto vero , i termini compresi nel vincolo 

dovranno , da un certo luogo in poi , andar necessariamente 
decrescendo, c con tanta maggiore rapidità , per quanto più 
sarà piccola 1 ’ a in paragone della x ; che perciò qualunque 
sia 1 ’ esponente ra , eioè un intero positivo , o negativo , o 
pure un fratto positivo , o negativo , per ottenere una serie 
la più convergente possibile dello sviluppo di A m , bisogna 
che il numero A sia diviso in tal binomio x -f- a, che la x ser- 
bi alla a il maggior rapporto possibile. 

20(3 . Or nel caso della m negativa , la forinola ridotta del 
§. precedente , prenderà la seguente forma 
1 / a , «n(m-|-l) a' m (m-j-1) (m-j-2) 

( 1 — m ~r H — ^ ri 



perla quale', affinché sia ben condizionata per 1’ uso che 
dee farsene nello sviluppare una potenza negativa , basta l’a- 
ver adempito a quello che si è indicato nel §. precedente. 

207. Che se poi quell’ esponente m sia un fratto della for- 
ma ± — , gli sviluppi corrispondenti a’ Innondi 


v*-(<+v) f . ' a ^0+i) T 

saranno rispettivamente rappresentati da 


od 


n 



, n'n — ri (n — Sr) 

a» 

r 

X 

‘ 1.2.r* x' ^ 

h ì.a.a.r* 

x % 

n 

a 

, « (»+r) a' 

n (n-f-r) (n-|-2r) 

a 1 

r 

X 

' Ì.2.r‘ a:* 

1.2.3. r 3 

x * 


) 

) 


ove si vede che olire la condiziono necessaria a rendere con- 
vergente la serie compresa nel vincolo , si richiede , perchè 
possa farsi uso di tale sviluppo, che il coefficiente del vin- 
colo sia quantità razionale , cioè che si possa da x " estrarre 
la radice r : vale a dire che il primo termine del binomio 
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x + a , debba esser preso in modo che il fratto — sia il più 

piccolo possibile , ma con la condizione che x* sia potenza 
esatta del grado r. 

I seguenti esempii rischiareranno ciò che si è {inora gene- 
ralmente indicato. 

Per un esponente negativo. 

Esempio I. 

208- Si voglia svolgere in seri » , per mezzo della formolo 

1 

• del binomio , il fratto . 

1 

Se un tal fratto pongasi sotto la forma ^ - = (1+1) * 

si avrà col paragonar questo binomio all’ altro (x + a) — " , 
x , a = 1 , m = 1 ;e quindi lo sviluppo del §. 206 
presenterà il seguente paradosso algebrico. 

1 __ \ q-1 _ 1 + 1 _ 1 .. . . 

1 1 

Che se pongasi 2=3 — 1 , si avrà — = ^ ^ — 

(3—1)—’ , donde si ha lo sviluppo già alquanto convergente 
1 / . 1 1 1 , \ 

3A 1 + 1 + "9 + 27 + " V 

12 2 2 

lu oltre se riflettasi che— = — = . ■■ = r — 

2 4 3+1 5 — i 

2(5 — 1) — ' , si otterrà , per tale apparecchio , lo sviluppo 
più convergente del precedente , cioè , 

tO + t + «+£+-•) 

E cosi procedendo innanzi si potrebbero ottenere pel frat- 
to — sviluppi sempre più convergenti . 
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Esempio li. 


1 


209. Sia proposto a svolgere in serie il frollo • 

Pongasi 3 = 4 — 1, sicché il fratto proposto prenda la 
f orma _ L-—, = ( 4 — 1 ) -'««»••• . Esegaendo lo 


( 4 _ i r 

sviluppo col porre, nella forinola del §.206, X»— 4, a — 1, 

m = — 1000000 , essa prenderà la seguente forma 

J _(l + 1000000X T + u X 16 + ”* 

, 1000000X1000001X1 000002 ^JL 
....... H ^ 6i ••**/ 

210. Considerando gli sviluppi precedentemente ottenuti 
di un fratto, per mezzo della forinola del binomio , e facile 
accorgersi che essi ne’ casi particolari non possono essere 
di alcuna utilità nell’ Analisi algebrica. Imperocché si vede 
che una tale operazione obbligherebbe ad elevare alla stessa 
potenza n un numero di un’ unità maggiore di a , quando lo 
scindimento di questo si abbia voluto condizionare nella ma- 
niera più vantaggiosa ; sicché sarà assai più conducente il 

rappresentare il fratto — elevando da principio il numero a 

alla potenza cercata n. Non così però ne casi dell esponen- 
te frazionario, che ora particolarmente considereremo , ne 
quali la forinola del binomio conduce ad ottener le radici 
de’numeri con una conveniente e rapida approsimazione ; e 
serve anche vantaggiosamente in molli casi nell Analisi su- 
blime . 
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Per vn EsroNENTE frazionàrio. 
Esempio I. 


21 1 .Si voglia estrarre la radice quadrata da 2, cioè svolge- 
re in serie \]2 . 

Se pongasi 2 = 1+1 ; per mezzo della prima formola 
esposta nel §. 207 , ove n = 1 , r = 2 , si otterrà 

*72-1 + 1 - 1 + l-~ + -L 21 4 . 

V + 2 8 ' 16 128 T 258 ~ 1024 +, ‘’* 

Che se pongasi 2 = 4 — 2 si otterrà la seguente serie un 
poco più convergente. 

V2=2(l + 1-1 +jl. ...) 

E continuando a decomporre il 2 nelle due parti — e !** 

r 25 25 

si otterrebbe la serie assai più convergente 

^ = t0 + 98 _ 2744 + ) 

E si otterrebbe una serie anche più convergente della pre- 
289 1 

cedente, se pongasi 2 = — — - . E lo stesso per al- 

144 144 

tri casi . 

Esempio II. 

212. Dtbhasi ora esibire lo sviluppo in serie del fratto 

i-r*: . 

Si scinda il 2 in uno de’binomii già indicati nel preceden- 
te esempio , e poi si esegua lo sviluppo come in esso sta 

detto , variando solamente co! porre la m = — 1 . 

At 

** Cioè moltiplicando il 2 pel numero quadrato 25 , e poi operando 
l' indicato scindimento. 
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213. Oltre al metodo esposto di sopra , per estrarre per 
approssimazione le radici dalle forinole binomie della forma 
x" ± a , ove n sia il grado della radice , 1’ Hallcy un altro 
ne espose nel voi. delle Transazioni filosòfiche del 1694 , 
che per la faciltà , e celerità con cui conduce ad una grande 
approssimazione delle radici richieste non merita di esser 
trascurato , come lo è in quasi tutte le istituzioni di Alge- 
bra , non trovandolo riportato che negli Elementi del de la 
Caille pubblicati dal Marie , ed appena accennalo nelle no- 
te agli Elementi di Algebra di Eulero . 

Un tal metodo ebe riduce immantinente la proposta estra- 
zione di radice del grado n a quella di una radice quadrala , 
verrà esposto nel seguente libro l 




Digitized by Googl 



elementare 


»o5 


CAPITOLO XIV. 

Conseguenze che dbrivansi dae cai>. eh. 


214. Se i due bìnomii (x -J- «)* , ( x — a)' sì sviluppino 
Hello loro corrispondenti serie , è chiaro che queste dovran- 
no essere identiche nel valore de’ termini , e solamante aver 
di contrario segno quelli che contengono le potenze impari 
della a , cioè il secondo , il quarto , ed in generale luti’ i 
termini de’ luoghi pari ; che perciò se que’ due sviluppi si 
sommino 1’ un l’ altro, dovranno distruggersi questi termini ; 
c solamente trovarsi in quella somma i doppii de’ termini 
impari, vale a dire, che tal somma sarà quanto il doppio di 
uno di quelli sviluppi , ove sicasi supprcssi tutt' i termini 
de' luoghi impari , e quindi espressa da 

2*,A + n ±ZÌl. £! + *(**—!) a* \ 

Z \ ^ 1.2 x'^ 1.2.34 / 

215. Che se al contrario si fosse 1’ uno sviluppo binomia- 
le sottratto dall’ altro, per esempio il secondo dal primo, si 
vede facilmente che sarebbero disparsi i termini de’ luoghi 
impari , restando solamente in tal somma il doppio di cia- 
scun termine di luogo pari , cioè si sarebbe ottenuto un rt- 
sullamento della seguente forma 

/ a n(n — Il (n — 2) o* n(n — l)(n — 2) (n — 3) (n — t) a 5 

11 * * ,+ 1.2.34.5 'as i + ' 

216. Quindi se l’o fosse una quantità immaginaria , tal 

che b\J 1 , si vede che quella prima espressione dinotan- 

te la somma delle due forinole binomiali proposte risultereb- 
be reale , e della forma 

»(n— 1) (n— 2) (*» — 3) M \ 
1.2.34 ’ " ) 

ed al coutrario l’ espressione della loro differenza sarebbe 
immaginaria , c della forma seguente 

14 


s n(n — 1) b' 

2 *Y — 
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... ./-lA A _L »("-!) (—2)' t» , ' n(n-l) (,-2) (m-3)(»-4 ), » M ^ 

V A * + TO ** + „* 1.2.3.4.5 * $ / 

217. S' intende poi per in lui z ione , che in questo caso cia- 
scuna delle forinole in cui si* sviluppa il binomio(xdcJy — 1 )", 
qualunque sia l’esponente ri r .debba essere un’ espressione 
della forma A"ìcB\J — 1 , ove À dinoti lutt’ i termini impa- 
ri di quello sviluppo , che sono quantità reali , e B luti’ i 
termini de’ luoghi pari che sono immaginarli , e ne’ quali si 
è cavato per fattore comune il \J — 1 . E ciò potrà aversi 
come una convenevol continuazione di quanto fu detto nel 
§• *31. 

218. Chiuderemo l'argomento dello sviluppo di un bino- 
mio in serie , indicando la maniera di adoperare la stessa 
forinola nell’ esprimere la potenza n di un trinomio, quadri- 
nomio , ed in generale di un polinomio qualunque . Sia di 
fatti x -f- n -J- b -}- c... un polinomio da elevarsi alla potenza 
qualunque n : si ponga à-fi-J-c-f- ... = j, prenderà quel 
polinomio , per tal sostituzione , la forma di un binomio 
tal che x -f y ; ed eseguitosi lo sviluppo della potenza n di 
tal binomio , non resterà poi a far altro , che sostituire ad 

y , y' , y 5 y" le loro equivalenti espressioni 

a + 6 + c + ... , (a+i+c-f-...)' .... 

(a-f A + c -f- ... )" ; le quali si otterranno similmente per 
mezzo della forinola del binomio , adoperando lo stesso ri- 
piego di poc’anzi ; e ciò finche si pervenga a potenza di bi- 
nomii . Ma di queste potenze indeterminate di polinomii al- 
trove si avrà occasione di esprimerne la forma generalmente. 

Fine del libro primo. 
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ZiZBEO SECONDO 

DELLE EQUAZIONI DI 1°, E 11° GRADO , 

E 

DI ALTRE RICERCHE CHE NE DIPENDONO. 

CAPITOLO I. 

Nozioni preliminari intorno alle equazioni 

ED A PROBLEMI. 

219. Def. 1 . Ogni ricerca intorno a quantità ti dice Pro- 
blema . 

220. Def. 11 . Il soggetto che si ricerca denominasi Quesito ; 
le cose onde tal quesito si dee far derivare si chiamano Dati ; 
ed i mezzi di connessione tra i dati c ’l quesito , cioè la loro 
relazione , o relazioni vicendevoli si chiamano Condizioni 
del problema . 

221. Le cose suddette sono essenziali alla natura del pro- 
blema , anche qualora ne fosse impossibile la soluzione. 

222. L’ arte di chi risolve un problema algebricamente 
consiste , in saperne convenevolmente contrassegnare i dati 
c I quesito con simboli ; impiegando , come fu detto nel 
<j. 15 , le prime lettere dell’Alfabeto pe’dati , che diconsi 
anche quantità note , c le ultime x, y, z, ed anche t, u, v, 
pel quesito , o per quelle altre quantità da cui si può esso 
immediatamente derivare , le quali chiamansi perciò inco- 
gnite : indi bisogna , che da que’ dati si discenda al quesito 
(ter mezzo delle condizioni , esprimendo queste in linguag- 
gio algebrico ; il che fatto , si potrà sempre quel rappor- 
to, qualunque siasi , che costituisce una condizione del pro- 
blema , ridurre ad uguaglianza , che diccsi Equazione. 

223. Def. hi. Equazione è dunque ogni condizione di u.i 
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problema espressa in linguaggio algebrico, e ridotta a pareg- 
giamento tra le note , c le incognite del medesimo. 

224. Finalmente conviene maneggiar questa equazione in 
modo, elio l’incognita resti da quelle grandezze che sono no- 
te espressa e determinala , il che diccsi Risolvere r equazione. 

225. Ed ecco alcuni esempii atti a rischiarare ciò che si è 
detto. 

Problema I. 

226. Dividere un numero dato in due parti , delle quali 
t una contenga i altra 100 volte. 

Si vede chiaramente , che qui il rfn/o^sia il numero da di- 
videre , il quesito una delle due parli in cui esso vuol divi- 
dersi , e la condizione , che una di queste sia 1 00 volte 1’ al- 
tra. Ciò premesso , cccone la 

Soluzione. 

Si esprima per o il numero dato , e per x la parto mino- 
re , sarà 1’ altra parte quanto a — x. Ma per la condizione 
del problema si esige, che questa parte sia 100 volle la pri- 
ma ; che perciò vi sarà pareggiamento tra a — x e I centu- 
plo di x , cioè si avrà la seguente equazione al problema 
a — - x = 100 x. 

Problema 11. 

227. Trovar due numeri , de’ quali sia dato i eccesso det- 
r uno sull ’ altro , e 7 toro prodotto. 

Soluzione. 

Si esprima per a 1’ eccesso dato dell’ un numero sull’ al- 
tro , e ]ier b’ il prodotto anche dato di essi ; è chiaro, elio 
se il numero minore si dinoti con x, il maggiore dovrà esjni- 
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inersi con a- f x: ma tali numeri moltiplicati insieme debbono 
produrre b' ; adunqne vi sarà pareggiamento tra (x -f a )x 
e b’y il che lari la seguente equazione al problema 
*’ -f ax = b'. 

pBODLEIA HI. 

228. Rilrotar due numeri , de' quali sia dola la differen- 
za , e 7 prodoto della loro somma per ciascun di essi. 

Soluzione. 

La differenza data si dica a , e quel dato prolotto si chia- 
mi b 1 , si esprima poi con x il minore de’ numeri cercati ; 
1’ altro verrà dinotato da x -f- a : e per la condizione del pro- 
blema dovendo essere b J il prodotto delle tre quantità x , 
x -f a , ed x -f x + a , si avrà 1’ equazione 
2x 3 -f 3 ax' -f- a'x — b % . 

229. 1 precedenti tre problemi potranno bastare per ora 
di rischiaramento a quello che si è detto di sopra. 

230. Or riflettendo sulle equazioni che da essi sono risul- 
tate si osserverà subito tra le medesime la differenza, che in 
quella del problema 1. 1’ incognita x, in tutt’ i termini ove ai 
ritrovala l’ esponente 1, mentre nel secondo ritrovasi in un 
termine con 1’ esponente 2 , e nel terzo problema anche con 
1’ esponente 3 ; e potrebbe in altri casi aver pure il 4 , il 5 , 
ed in generale un qualunque esponente n intero positivo. Or 
ciò costituisce , come vedremo in appresso , una grandissi- 
ma differenza tra le equazioni pel loro manegginmento, e tra 
i problemi onde derivano. 

231. Def. iv. Ogni equazione ove I’ esponente dell’ inco- 
gnita non ecceda 1’ 1 si dice di primo grado . E si dirà di 
secondo , di terzo grado , ed in generale del grado n un’ e- 
quazione , se in essa vi sia qualche termine che abbia per 
esponente il 2 , il 3 l’ n. 
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232. Dbf.v. Le equazioni di primo grado si dicono anche 
semplici , e si chiamano composte quelle di seconco , terso ... 
n -esimo grado . £ la ragione di ciò si vedrà in appresso . 

233. Def. vi. Per ogni equazione , 1’ esprtssione alge- 
brica che precede il segno di uguaglianza si dice primo mem- 
bro dell’ equazione ; e si chiama secondo inemiro 1’ altra c- 
spressione che segue tal segno. 

234. Def. vii. Un’ equazione si dice orditata , se tult’ i 
termini di essa , che contengono l' incogniti si trovino nel 
primo membro , ed i termini noti nel secondo; e di più , es- 
sendo composta , se que’ termini del primo membro si tro- 
vino collocati secondo l’ordine degli esponenti dell’ incogni- 
ta , incominciando dal massimo. 

Cotesto ordinamento è fondato sul seguente 

Teorema. 

235. Ogni termine di un equazione può ad arbitrio cancel- 
larsi in un memi) iv , e scriversi nell' altro col segno cambiato , 
senza che si turbi il pareggiamento. 

Imperocché col cancellarsi in un membro un termine , vi 
si è venuto ad aggiungere esso stesso col segno contrario ; 
che perciò affinché non si turbi il pareggiamento , bisogna 
clic l’ aggiunzione della stessa quantità si faccia anche nel- 
1’ altro membro , ove verrà quindi a comparir quello col se- 
gno cambiato. 

23G. Che perciò l’ equazione ordinata dalla proposta 
x s -f bx -j- c ' = ax J + m 
sarebbe a 5 — ax' -\-bx =s m — c. 

337. Per mezzo del teorema poc’ anzi dimostrato si vede 
chiaramente , che può anche tutt’ intero un membro di un’ c- 
quazione distruggersi, facendosi ricomparire nell’ altro co’ se- 
gni cambiali ne suoi termini ; ed iu tal caso 1’ equazione si 
dirà ridotta « zero. 
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Così , nel presente caso , la ridotta a zero dell’ equazione 
proposta sarebbe 

x 5 — ax' -{■ bx c — m — o. 

238. Bisogna però avvertire, e ciò per evitare un errore 
ordinario, che quel 0 (zero), che rappresenta il secondo mem- 
bro , non dinota già che il primo membro sia assolutamen- 
te il puro mente , nel qual caso sarebbe vana ogni ricerca 
su di esso, e nullo il maneggiamento per la risoluzione del- 
le equazioni composte , il quale si esegue d’ ordinario dopo 
una tal riduzione a zero ; ma esso è un simbolo il quale di- 
nota che effettivamente si distruggerebbero tra loro i termini 
del primo membro, ne'casi che per ( incognita x si sostituis- 
sero que’ valori, che sono il quesito del problema d’ onde è 
derivata quell’ equazione . 

139. Con poca riflessione che siasi fatta su i precedenti 
tre problemi , ognuno si sarà accorto , che nel primo di essi 
si cercava un solo numero, mentre nel secondo, e terzo se 
ne vogliono due ; ma che nel primo vi era una sola condi- 
zione , e negli altri ve n’ eran due : poiché cercandosi due 
numeri , ed essendo perciò due le cose ignote , due rapporti 
distinti dovevano anche esservi tra esse e le quantità note . 
Or nelle soluzioni da noi date , avendo rappresentata con x 
una delle due incognite , cioè uno de’ due numeri cercati , 
ci siamo serviti dell’ una delle condizioni per esprimere l’al- 
tro numero nel primo, e dell'altra di esse ci siamo poi valu- 
ti per l’ equazione al problema , dalla quale risoluta, ottenu- 
tosi il valore di un’incognita, presto se ne deriva quello del- 
l'altra, per mezzo dell' altra condizione. Ma se le incognite si 
avessero voluto rappresentare 1’ una distintamente dall'altra, 
allora ciascuna condizione avrebbe dovuto costituire un equa- 
zione distinta ; e sarebbero perciò state due le equazioni a 
ciascuno di que' due ultimi problemi, come due sono le inco- 
gnite in ognuno di essi. 

In fatti sia l’ un de' numeri cercali espresso da x , l’ la- 
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Irò da y ; si avrà pel problema II. 

x — y = a 1“ equazione 

xy = b' 2* equazione 

e pel problema Iti. 

x — y ss a equazione 

x'y+y'x = i 1 2* equazione 

Ed in altri casi ore le incognite Fossero tre , e tre le coti* 
dizioni per determinarle dalle note, il problema avrebbe tre 
equazioni ; e così in segnilo. 

240. E ciò che qui si ^veduto potersi operare nell’un mo- 
do, o nell' altro, talvolta conviene di Decessila farlo, riesccn- 
do intrigalissimo , o anche impossibile a potersi, cammin fa- 
cendo nella soluzione, esprimere ciascuna incognita per l’al- 
tra, fino a pervenire ad un’ equazione con una sola incognita. 
Che perciò si vede, che i problemi possono condurre ad una 
sola equazione con una sola incognita, o pure a piti equazio- 
ni con incognite anche diverse , altrettante però in numera 
quante sono le incognite ; non potendo esservi compiuta so- 
luzione di un problema , ove non siensi stabiliti tanti rap- 
porti con quantità note , quante incognite distinte vi sono : 
dico distinte , o dissocie , cioè tali , che 1’ una noo sia con- 
seguenza dell’ altra . Ciò non ostante , ove avvenga che il 
numero delle incognite sia maggiore di quello delle condi- 
zioni , fino ad un certo segno , 1’ Algebra ha fissati i limi- 
ti tra i quali dee contenersi ciascuna quantità cercata , c noi 
in appresso non tralascercmo anche di trattarne. 

24 1 .Dek. vili. Chiamatisi determinati que’ problemi ne’qua- 
li le incognite , c le condizioni sono al numero stesso . E 
chiamasi dctcìtninala ogni equazione ad una sola incognita. 

242. E qui vuoisi intendere che le condizioni sicno tra lo- 
ro del lutto diverse , c non già identiche o equivalenti , cioè 
che l’ una si possa determinare dall’ altra , o dalle altre, nel 
qual caso il problema avrà sola apparenza di determinato . 
Pi che sarà ragionato più appresso. 
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243. Def. ix. Che se poi il numero delle incognite sia 
maggiore di quello delle condizioni , allora il problema di- 
rassi indeterminato ; ed indeterminata dicesi puranche ogni 
equazione con due o più incognite. 

244. Def. x. Quella parte dell’ Analisi algebrica , che 
tratta de’ problemi determinati , e del mancggiamenlo delle 
equazioni ad Una sola incognita , o anche a più , quando ab- 
biano luogo ad un tratto tante equazioni quante sono le in- 
cognite che le affettano , dicesi inalisi determinala ; e chia- 
masi indeterminata quell’altra ove consideratisi le equazioni ( 
ed ì problemi indeterminati. 
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CAPITOLO II. 

Bella damerà di appareccbiare m ’ equazione. 


245. Allorché proponesi a risolvere un' equazione, o pur 
che essa risulti , com’ è la sua origine , da un problema 
sciolto coll’ Analisi algebrica , la cosa alla quale conviene 
far attenzione.prima di adattarvi le regole pel risolvimento, 
si è di convenevolmente apparecchiarla , del che noi tratte- 
remo in questo capitolo . 

246. Le regole da seguirsi a tal proposito sono le seguenti. 

REGOLA I. 

247. & ne dite membri di un equazione vi sieno termini si- 
mili , conviene contrarli ; il che si esegue , o ordinando f e- 
quazione , o pure sommando quelli che sono in ciascun mem- 
bro , e poi distruggendo nè due la minor somma , con aggiun- 
gerla ad essi col contrario segno. 

Cosi 1’ equazione 

x » _ 2x> + 3i = 5x — 7*’ + 26 
si riduce all’ altra 

x* + 6 = 5x — 5 j’ 
che ordinata, e ridotta a zero , diviene 

+ 5j’ — - 5.r — b — o. 

Similmente 1’ equazione 

— > ax' -f ex = bx -f f 

si ridurrebbe ad 

a 1 — ax' -f- (c — £)*=+/" 
o pure , riducendola a zero , ad 

a: 1 — ax ' -f (c — 6) x — f — o. 
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REGOLA II. 


248. Se tuli i termini di inequazione siano moltiplicati per 
una stessa quantità , insogna dividerli per questa . E se aves- 
sero un comun divisore , conviene moltiplicar per esso i inte- 
ra equazione. 

Per tal modo I’ equazione 

ax' -}• ha'x' -f 5 a y x = a* 
si riduce all’ altra 

x y + 4«.r’ -f 5 a'x = «\ 

E 1’ equazione 

x* ha’x' 5a J x n* 

m bm cm in' 

si riduce alla seguente 


, ha'x' 5 a'x a* 

* + — r- + = — . 

o c m 

REGOLA HI. 


249. Se tu' termini dell equazione proposta vi sia qualche 
fratto irriducibile , nel cui denominatore vi esista l incognita 
dell equazione ; tuli' i termini dell equazione debbono molti- 
plicarsi per tal denominatore , o per (qualche fattore di esso. 
Così se abbiasi 1’ equazione 

" ' = CX y 

b — x 

moltiplicando tult’ i suoi termini per b — x , essa diverrà 
bx’ — x y -f- a = cbx — • ex' 

cioè ordinandola ne’ suoi termini, e moltiplicando ciascun di 
questi per — 1, allineile il primo termine diventi positivo (il 
che si esige per la risoluzione delle equazioni composte ) 
essa diverrà 

x y — (4 -f c) x' + bcx — a = o. 

E nell’ equazione 


— ab' 
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moltiplicando i suoi termini per 2cy — c’ , o pure per 
2 y — c , perchè svanisse l’ ignota y dal denominatore , cesa 
equazione diverrà 

a ab ^ 2 y> — 3 C j, c * 


che ordinata è la seguente 


a’ — » ab' — c’ 


2/ — 3 cy : 

REGOLA. IV. 


r 250. Se in uu equazione ordinala composta il primo ter- 
mine si trovi affetto da coefficiente diverso dall 1 , bisogna dir* 
videro l intera equazione per tal coefficiente. 

Cosi V equazione ottenuta nella regola precedente rida- 

. , 3 a' — ab' — c' 

cesi ad y* — — cy — — . 

J 2 ' 2c 

E l’ altra ax ì -J- bx' -p ex — m 

diviene * ! 4- — x' + — a: » — . 

a a a 

251. Ma in appresso mostreremo ancora per qual via pos- 
sa un' equazione di questa forma trasformarsi in un’ altra 
libera da coefficiente nel primo termine , e nel tempo stes- 
so da un tal divisore. 

REGOLA V. 

252. Se nell equazione proposta s' incontrino radicali ir- 
riducibili , che comprendano sotto del loro segno l incognita , 
bisogna liberamela. E ciò si esegue isolando in un membra 
dell equazione uno per volta questi radicali , e poi elevando i 
due membri della medesima alla potenza dinotala dall indica 
di quel radicale già isolato. 

Cosi nell’ equazione 

x’ =k \] ( a' — t ar’) -f 6 
trasportando il b nel primo membro , si ha 


Digitlzed by Google 



elementare ' 


k if 


a :»_i = V(«’~ *0 

ed elevando a quadrato ciascun membro essa diviene libera 
dal radicale , e della seguente forma 

x 4 — - 26*’ + 6’ ss a' — *’ 
cioè , ordinandola , 

x 4 — (26 — 1)*’ + 6’ — o’ = o . 

£ F altra equazione 

i 

c y ** -f- °V X == m 

trasportando l' un de’ termini affetti dal radicale , sia il qua- 
dratico, nel secondo membro, e poi elevando a cubo diviene 
c 5 *’ = m J — 3 m'a\]x -J- 3 a'mx — a l x\J x 
e di nuovo isolando il termine — (3«i’a -f- a 5 x) \Jx affetto 
dal radicale , e poi elevando a quadrato i due membri , e 
riducendo , essa si troverà interamente libera da’ radicali , 
e della seguente forma ordinata 


•^( !£f 7 ±£ >-+ 

E la medesima equazione di sopra proposta si avrebbe an- 
che potuto ridurre in forma razionale col porre x =s y*\ nel 
qual caso essa ad un tratto si sarebbe trasformata in 


/3a 4 m’— 2c ! m’\ 
( — 


3a’m 4 .r m « 

T - + 7 = * 


, ay m 

.r* + ~ ~ * 

c c 

Similmente 1’ altra equazione 

y = V + ? — «V («/ — Y') ] 

elevandola a quadrato diviene 

/ = a y + y' — «V ( a y—y' ) 

la quale , isolato il radicale che in questa si contiene , e 
quadrati di nuovo i due membri , c finalmente ordinando , 
si riduce a 2y' — ay 

cioè 2y = a 

253. Le operazioni prescritte nelle due ultime preceden- 
ti regole sono necessarie per poter anche definire il grada 
di uu’ equazione , non polendo questo assegnarsi che sola- 



1 1 3 analisi algebrica 

mente quando l’ eqnazione non contiene 1 incognita nò per 
divisore , nè sotto a segni radicali . 

REGOLA VI. 

, ’ » 

254. Talvolta si può ridurre uri equazione composta , ri- 
dotta a zero , scindendola in fattori. 

Cosi l’equazione 

y 1 . 4 - ( 2 c — b^jy’ — 3 bey -f- b'c = o 
essendo divisibile per y — b si vedrà scindersi no’ {allori 
y' + 2 gr — bc = o . 
cd y — 4 = o 

Similmente l’ altra equazione 

* 4 — 2ax ì -f ( 2 o’ — b')x * — 2fl’x + a* = o 
ponendovi a' -f. 4’ = c' si scinde nelle due seguenti 
x' ■ — (a + c)x -f a' = o 
x * — (a — c)r + a* = o. 

255. E ciascun di tali fattori risulta ancor esso ridotto 
a zero ; poiché essendolo il loro prodotto, può ciò deriva- 
re si dall’ esser tale V uno che 1’ altro fatlore.E siffatto scin- 
dimento è neccssariissimo non solo pel maneggio di tali e- 
quazioni ; ma per ben caratterizzar la natura de problemi 
d’ onde derivano , se questi alla Geometria si appartengano. 

regola vii. 

256. Altre volle si può un' equazione composta ridurre per 
V estrazione di radice. E ciò può anche eseguirsi con prima 
prepararla. 

Cosi avendosi 1’ equazione 

x* -f- 2bx } + (4* — 2 a’)x’ — 2aÌ’x — ab' = o 
se trasportisi il termine noto — a'b' nel 2 * membro, c si ag- 
giunga di comune ad essi l' a 4 , si avrà 
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td -f- 2fc*’ + & 1 ®* "* 2a**' — Soft** -f ®* — «'(a* + &’) 
Sella quale il primo membro essendo il quadrato dix’-j-6:r-fa‘, 
si avrà però estraendo la radice quadrata da’ due membri 
*’ + bx — a' = a y ( a' -|- b' ) 

E la risoluzione della proposta dipenderà da quella di que- 
sta ridotta al 2° grado. 

257. Questa regola si vede essere conseguenza della prece- 
dente , equivalendo essa allo scadimento in fattori identici. 

258. Le regole esposte in questo capitolo sono della mas- 
sima importanza pe’ giovani, per metterli al caso di convene- 
volmente maneggiare un’ equazione ; e la mancanza di esse 
nelle ordinarie istituzioni di Algebra mi ba fatto spesso av- 
vertire ne’ loro esami gli equivoci in cui facilmente incorre- 
vano . U Newton , die nel fatto d’ istituzioni algebriche 
potevasi prendere a modello, ve le ha messe; nè so intende- 
re perchè in seguito siensi da’ compilatori di siffatti Elemen- 
ti tralasciate. 
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CAPITOLO III* 


Della maniera di risolvere le equazioni determinate 
di primo grado. 

Problema. 

259. Risolvere ttrìcquazione determinata di primo grado.- 

Allorché siasi ordioata una tale equazione , l’ incognita 
si troverà nel primo membro per moltiplicatore comune di 
lutt’i termini del medesimo (234.) ; che perciò questo verri» 
espresso dall’ incognita moltiplicata nella somma di tutt’ i 
suoi coefficienti ; e quindi , se dividansi ambo i membri per 
tal somma , si verrà ad ottenere il valore dell’incognita; e so- 
lamente resterà a farete riduzioni necessarie, ove ne occorrano « 

E 8 E M P 1 1 


260. 1. Sia proposta 1’ equazione 

ax -p bx — m sss ex — - n 

ordinandola sarà 

ax -$■ bx — ex = m — n 
o sia (a + b — c)js!bi — n 

m — n 


ed 


a + 6 — c 

261. II. L’ equazione proposta sia 


ordinandola sarà 


ni x s q 


ax Òx ^ c ^ p r 

m n q s 

\m n J q r 


p sia 
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cioè 


c 


’an -f bm — cmn 


> = 


— rq 


mn / qs 

^ ps — rq an 4- bm — cmn (ps — rq)mn 

qs * fini ( an -J - bm — cmn ) qs 

2G2. Ma nel caso proposto nel secondo esempio , e negli 
analoghi ad esso , può il maneggio dell'equazione rendersi 
più semplice nel seguente modo , cioè ; 

Si moltiplichi 1' intera equazione pel prodotto de' denomina- 
tori de’ suoi termini frazionarti , tralasciando sempre que' fat- 
tori di talun di questi, che sono summoltiplici di altri , se pur 
se ne incontrino ; si verranno per tal modo a rendere , corni ò 
chiaro , i numeratori de’ termini frazionarti esattamente divisi- 
bili pe' corrispondenti denominatori : ed eseguendo tale opera- 
mone , 1' equazione risulterà libera da’ fratti. 

Cosi nel caso proposto nell’ esempio 11. , si moltiplichi 
tutta T equazione per mnqs , e si eseguano nel tempo stesso 
le divisioni pe’ denominatori rispettivi de’ fratti , si avrà 
anqsx -f- bmqsx -f* mnqr = cmnqsx -f- pmns 
che ordinata , e poi risoluta, come si è detto di sopra , darà 
pmns — mnqr 
anqs -p bmqs — cmnqs 
E se 1’ equazione data fosse stata 

ax bx c 

Uni 2 pii 8/1* 

sicccome il 4 e ’l 2n , fattori de’ primi due denominatori , 
sono summoltiplici dell’ 8n s , eh’ è l’altro denominatore ; cosi 
basterà moltiplicare quell’equazione pel prodotto di m’, di p, 
e di 8n 3 , cioè per 8 pm’n* , e si otterrà la ridotta libera da’ 
fratti 2 apn'x «f 4 bm’n’x = cpm' 

dalla quale si ha 

T - c P m ‘ m 

'lapii -f Ubai n' 


1G 
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Del maneggiamene »i pio’ equazioni di primo grado cor» 

ALTRETTANTA INCOGNITE , PER OTTENER h ELIMINATA 
DA QUELLE. 


263. Allorché nel risolvere un problema determinato , in 
cui il quesito comprendeva più incognite , non si è potuto 
far uso delle condizioni di esso meno uua , per pervenire co- 
si a stabilire con quest’ ultima 1’ equazione finale al proble- 
ma ; ma che ciascuna condizione si è espressa per un equa- 
zione separala tra quelle incognite ’ 7 , le quali equazioni non 
sono perciò , come si vede , equazioni al problema , ma rap- 
porti algebricamente espressi tra le quantità del medesimo, 
<la derivarne poi 1’ equazione suddetta ad una sola incognita; 
in tal caso è necessario che si conoscano le regole per perve- 
nire a questa equazione tinaie . 

204. Def. xi. L’equazione determinata che derivasi da più 
altre equazioni con altrettante incognite dicesi eliminata ; 
cd il metodo , qualunque siasi , onde si fa di volta in volta 
svanire qualche una di quelle incognite nelle equazioni pro- 
poste , minorandosi corrispondentemente il numero di que- 
ste , si dice eliminazione dell’ incognita. 

2C5. Da quello clic fu già detto nel §.242. si rileva , che 
le equazioni proposte per 1’ eliminazione ; debbano essere se- 
parate , o sia diverse fra loro ; poiché in altro caso esse non 
esprimerebbero già condizioni distinte del problema , ma una 
stessa condizione, e’1 problema per conseguenza , mancando 
del numero necessario di condizioni per esser determinato , 
resterebbe indeterminato. 

*■ Talvolta ciò si esegue anche potendo direttamente pervenirsi al- 
1’ equazione finale ; perchè in quel modo si agevola la soluzione del 
problema. 
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2CG.L’ importanza dell’ argomento generale delle elimina- 
zioni, e le difficoltà che s’ incontrano nel cammino per per- 
venire all’ eliminata, ha fatto sì che gli analisti si sicn molto 
occupali di esso , d’ onde sono risultali varii metodi più o 
meno conducenti, anzi più o meno praticabili, secondo i ca- 
si diversi ; de’ quali qui per ora si esporranno quelli per 
1’ eliminazione tra le equazioni di primo grado, escogitali da’ 
primi analisti italiani . 

Metodo per sostituzione o di trasposto , 

E METODO DI PAREGGIAMENTO. 

267. Ho riuniti in un solo- articolo questi due metodi , 
1’ uno che ho detto per sostituzione, e da altri denominato di 
trasporto , il secondo di pareggiamento , per la loro grande 
affinità. Il primo di essi consiste in prendere in una delle e- 
quazioni proposte il valore di un' incognita , come se le al- 
tre fossero grandezze note , e sostituirlo nelle altre equazio- 
ni , sicché quell’ incognita venga a disparire . L’ altro in 
prendere in ciascuna equazione il valore di una stessa inco- 
gnita nelle altre , e pareggiar questi valori fra loro. 

E se le nuove equazioni , che dohbona anche essere una 
di meno del numero delle proposte contengano ancora più 
incognite, si continuerà ad operare nel modo stesso puc’au- 
zi detto , fino ad ottenere l' eliminata. 

E s e m p i i 

268. I. Equazioni date 

’* Per simmetria di calcolo , i coefficienti della stessa incognita nelle 
diverso equazioni soglionsi segnare con le stesse lettere , alle quali 
jier distinguerle si affiggono le virgolette dette apici , come lo mostra 
questo esempio , ed i seguenti. 


o x + b y = e 
a'x ■+■ b'y = e' 
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Dalla prima equazione si ha x = — 5 0 < l ucsta espres- 
sione della x nella y e nelle quantità note a,b , c sostituita 
nella seconda equazione darebbe 1 eliminata in y 

cioè ( ab' _ a 'b ) y = ac' — a'c 

ad • — a’c 

che risoluta dà y = ^ 

dal qual valore della y si otterrà poi , per mezzo della so- 
stituzione di esso nell’ espressione di sopra trovata per la x, 
anche il valore di quest’ altra incognita. . 

0 pure si risolvano le due equazioni per rispetto alla x , 

o alla V 5 sia per rispetto alla x , si avrà 

c — by 

dalla 1* *= : 

a 

d — b'y 

dalla 2* x = ■— 

che perciò dovendo la x avere lo stesso valore nelle due . 
quazioni , si avrà col pareggiamento di que secon i m 

la seguente eliminala 

c — by c' — b'y 

a o! , 

che maneggiata convenevolmente y darà come poc anzi 
ad — a'c 


^ a ^‘ ~~ a 'b ?i de- 

Ed ottenuta l’ incognita y è facile vedere che resterà 

terminata la x , con sostituire il valore della ^ ue cq u 

c — by d ■ — b y 

ne x= — , o nell’ altra ; — • 

u o 

209. II. Sieno 

a x b y c m 
a' x ■+■ b' y -f- d s = m' 
a"x + b"y + c"z — m" 
tre equazioni proposte con tre incognite x , y > s • 
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Si prenda in una di esse , nella prima , il valore della x t 

c jj' è — — — , il quale si sostituisca in ciascuna dello 

a 

altre due , che diverranno perciò 

— — +Vy + c ' z — m ' 

a" x ™— b Y—2 _j_ b ,y c " z _ m " 
a 

nelle quali vi sono le sole incognite _y,z, e da esse si potran- 
no ricavare, come nell’ esempio precedente, i valori di y, z ; 

, . m — t>y — c * 

c per mezzo di questi , e dell’ equazione x — - 


quello della x. 

0 pure si prenda in ciascuna di quelle tre equazioni il va- 
lore di una stessa incognita x , si avrà 


dalla 1* 


m — by — cz 

x - — - 

a 

dalla 2* 

e» 

m' — ò'y — di 

■*’ — 

a' 

dalla 3» 

X = 

m" — b"y —c"z 


t 


i quali valori pareggiati tra loro daranno luogo alle due e- 
quazioni in x ,y , cioè 

m — by — cz m' — V y — c' z 

a a' • 

ni — by — cz m " — b"y — c"z 

a a" 

dalle quali si avranno poi, col metodo stesso, i valori di^,*» 
c quindi quello della x. 

270. Senza moltiplicare esempli , ò evidente il progresso 
dell’ operazione per. ottener 1’ eliminata da un qualunque nu- 
mero di equazioni ; e solamente conviene avvertire , che nel- 
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l’eseguire i pareggiamenti delle diverse espressioni del valore 
di un’ incognita , conviene sempre scegliere , nel pareggiarne 
due, quelle che posson condurre all’ equazione più semplice. 

271 . Che se nelle equazioni proposte , o in alcuna di es- 
se , non vi si contengano ad un tratto tutte le incognite , in 
tal caso non fa bisogno di nuove regole pel maneggio delle 
medesime ; ma anzi le operazioni prescritte di sopra gene- 
ralmente divengono piu facili. 

Così se 1’ equazioni proposte fossero 
a x -(- b y — m 
a! x -)- c : = m' 
b"y + c"z = m" 

Eliminando la x dalle due prime equazioni , si avrà la 
seguente equazione in y e z 

ma' — ba'y — am' — ac'z 

la quale combinala colla terza delle proposte darà i valori 
per^ , s , e quindi poi quello della x. 

Metodo d’ inserimento. 

272. Sieno di nuovo le due equazioni con due incognite 

ax -{- b y = c 
a'x 4 - b'y = d 

egli e chiaro , che se fossero uguali i coefficienti a , a! della 
x , o pur quelli b , b' della y , allora si potrebbe ottenere 
1 ’ eliminata in , o in x con ia somma , o sottrazione delle 
equazioni proposte , secondo che que’ coefficienti uguali si 
trovavano essere di contrario segno , o pur del medesimo. 

Così supponendo a=a' , e positivi tali coefficienti , si a- 
vrà , per la sottrazione dell’ un’ equazione dall’ altra 
(b-b')y = c~c' . 

Or è chiaro , che si potrà anche far uso di questo metodo 
per ottenere l’eliminata ogni qualvolta , essendo disuguali i 
coefficienti di una stessa incognita , le equazioni proposte si 
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apparecchino per tal modo da farli divenire ugnali. 

273. Il primo mezzo che si offre per ciò è evidentemen- 
te quello d’ introdurre, per fattore, in ciascuna equazione il 
coefficiente dell’ incognita da eliminarsi nell’ altra : cosi le 
equazioni proposte , operando in esse per eliminar la x , 
prenderanno la forma 

aafx -J- ba'y — co' 
aa'x -f. ab'jr — ac' 

che per la sottrazione di una dall’ altra daranno la seguente 
eliminata in y 

( ba‘ — ab' )y = co' — oc*. 

E se si fosse voluto fare svanire la y , la forma di quelle 
equazioni sarebbe stata la seguente 

ab'x -+- bb' y — cb' 
ba'x -j- bb'y = be' 
c T eliminata in x sarebbe 

( ab' — ba' )x = cb' — bd 

274. Che se le equazioni proposte fossero stale tre , co- 
me nel §. 269 ; in tal caso si eliminerebbe la x col metodo 
poc’ anzi esposto tra esse equazioni due a due , cioè com- 
binandone una con ciascuna delle due altre : si avranno per 
tal modo due equazioni in y, z , che trattate similmente con- 
durranno a’valori delle tre incognite. E lo stesso si pratiche- 
rebbe ne’easi che fossero quattro o più le equazioni proposte. 

275. Il metodo esposto finora ne’ numeri 273, 274, seb- 
bene agevole pel suo andamento , contiene però in se un in- 
conveniente rimarchevolissimo in alcuni casi , quello cioè 
d’ introdurre fattori superflui nelle equazioni sulle quali si 
opera 1’ eliminazione, i quali , principalmente trattandosi di 
equazioni letterali , rendono 1’ eliminata assai implicata , e 
soggetta a riducimenti non sempre facili a ravvisarsi ; e ciò 
dipende da che per rendersi uguali i coefficienti di quell’in- 
cognita che si vuole eliminare , bastava moltiplicare l’un di 
questi per un fattore solo del coefficiente dell’ altra. 
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276. Ad evitare tal inconveniente , si 6 cercato di andar 
dritto a rinvenire questo fattore , ebe bisogna introdurre in 
un' equazione , perchè il coefficiente dell’ incognita di que- 
sta che vuole eliminarsi, divenghi aguale a quello della stes- 
sa in un’ altra equazione ; il che ha dato luogo alla seguen- 
te modificazione del poc’ anzi esposto metodo. 

277. Sieno a x ■+• b y ss c 

a! x - 1- b'y = c' 

le equazioni proposte ; e dinoti n quel fattore da introdursi 
nella prima, perchè volendosi eliminata la x dalle due equa- 
zioni sia an = a': si avrà per quella prima equazione 1’ altra 
anx + bny ss cn 

dalla quale sottratta la seconda risulterà 

(an — a') x + (in — b')y = cn — c'. 

• * a* . o! 4 

Ma la anssa' , e quindi n s= — ; ove il fratto —si suppo- 
ne ridotto a minimi termini . Adunque per tal sostituzione 
svanirà effettivamente 1’ espressione in x , e si avrà 1’ elimi- 
nata in/ della seguente forma 

( l S-t 

\ a a 

cioè (ba! — ai')/ = co! — ad 

eh’ è precisamente la stessa ottenuta di sopra (273.) 

Cho se n fosse stato quel fattore che doveva rendere ugua- 
li i coefficienti della/, per dare 1’ eliminata in x , allora sa- 
rebbe stato bn — b'=s o, ed n~-^~ ridotto a minimi termini- 

b 

278. Or quando fossero tre le equazioni e le ignognite,eome 

ax -f- b y -f- c z ss m 
a'x -f b 1 y + c' z ss m 1 
a"x+ b"y + c"z ss m" 

s’ incomincercbbe dall’ introdurre in una di esse il fattore «, 
nella prima per esempio, ed in un' altra il fattore k t che sia 
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la seconda , e poi da ciascuna di queste si sottrarrebbe la 
terza ; si avrebbero per tal modo le due equazioni 
(a n — a")x -f- (A n — b")y + (c n — c")z z = mn — m" 

(a'k — a")x + (b'k — b")y + {c'k — c")z = km' — m" 

£ volendo che in queste scomparisca la x , rimanendo così 
due altre equazioni in^ , z , bisognerà ad un tratto suppor- 
re an — o"= o , ed a'k — a" = o, le quali equazioni da- 
a" a" .... 

ranno per n , k i valori — , , che sostituiti in quelle e- 

qugzioni rispettivamente , daranno le ridotte in y , z , dalle 
quali poi si passerà all’ eliminata in una di esse solamente. 

E ciascun vede quel che dovrebbesi fare , volendosi in 
quelle equazioni eliminare la^, o pur la z, in vece della x . 

279. Potrebbesi anche, dopo aver introdotta nella prima 
il fattore n , e nella seconda l’ altro k , sommar queste due 
insieme, e sottrarne poi la terza, sicché si abbia l’ equazione 
(on-\-a'k— a"]x-\-[bn~\-b'k — b"]y-\-[cn-{-c'k—c' l }z = mn-f-m'i — m". . . M 
e supponendo ad un tratto che sia 

an -f- a'k — a" — o 
bn -f- b'k — b" = o 

col maneggio di queste due equazioni si avranno tali valori 
per le incognite n, k, che sostituiti nell’ equazione M fareb- 
bero svanire i termini ailetti da x,y , e resterebbe un’ equa- 
zione nella sola z , che darebbe il valore di questa incognita. 

£d ognun vede bene da se quello che sarebbe stato uopo 
fare, per aver tale equazione nella sola x , o pur nella sola j'. 

280. Dal detto ne’due precedenti numeri sarà agevol cosa 
rilevar la regola da seguire , per applicar questo metodo di 
eliminazione a quattro equazioni con quattro incognite, o an- 
che a maggior numero di equazioni con altrettante incognite. 

181. Ed un tal metodo si potrà anche convenevolmente u- 
sare nel caso di più equazioni con altrettante incognite , le 
quali però non si coatenghino tutte in ciascuna equazione , 
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283. Sia un numero d’ incognite*,/, z .... con altrettan- 
te equazioni , ed i coefficienti di ciascuna di esse nelle di- 
verse equazioni ridotte a zero sieno rispettivamente a, a' , 
a " , ... per x ; b , b' , b" , ... per y c , d , c" , ... per 
z .... ed m , m' , m", ... i termini noli. 

1°.S intenda il termine noto in ciascuna equazione ridot- 
to nel primo membro , e moltiplicato aneli’ esso per un in- 
cognita t ; e di tutte quelle incognite , e di questa si faccia 
ad arbitrio la combinazione xyzt, purché però una volta 
combinale con 1’ ordine che si vede, si conservi questo sem- 
pre lo stesso. 

2°. Ciò posto si sostituisca in quel prodotto , di volta in 
volta , invece di ciascuna incognita il suo coefficiente nella 
prima equazione , e cambiando il segno ne’ termini di luogo 
pari , si otterrà per tal modo 1’ espressione 

ajrzt — bxzt cxyt — mxyz 
che dirassi prima linea 5 °. 

3°. Indi in questa prima linea cambimi ciascuna incognita 
nel suo coefficiente nella seconda equazione, tenendo pe segni 
la stessa regola poc’ anzi data, sicché abbiasi la seconda linea 
( ab' — a'fyzt — (ac 1 — ale )y< -f- (am 1 — a'm)yz 
-(- (be' — b'c)xt — (ini — b'tn)xz -f (cm 1 — dm)xy 
4”. Similmente in questa seconda linea si cambii ciascu- 
na incognita nel suo coefficiente nella terza equazione , cioè 
la * in a", la y in b", la z in c", e la f in m", continuando a 
ritenere la stessa regola pe’ segni ; si avrà la terza linea 
[ (ab'—a'by — (ari —a'c)b" + (be' —b'c >i" ]t 
— [ (ab 1 — a'b)m" — (ami — a'm)b" -f (bml — b'm)a" ]z 
+ [ (ad —a' c)m" — (ami — a'm)d' -f- (cm' — c'm)a" Jy 
*— [ (bd — b'c)m" — (bml — 4'm)c" 4 - (cm'—c'm)a" ]* 

’• Per render più chiara l’esposizione della presente regola i coeffi- 
cienti delle x, y , z , t prendonsi tutti come affetti dal segno -j- ; men- 
tre so ve ne fossero anche affetti dal — basterà, nel termine ov’ ontra 
un tal coefficiente , cambiare il segno nel contrario a quello che risul- 
tava dalla regola. 
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e cosi continuerebbesi innanzi , se il numero delle equazio- 
ni e delle incognite fosse maggiore di tre , fino ad ottenere 
per un’ ultima linea quella il cui ordine è dinotato dal nu- 
mero delle equazioni. 

5°. Ottenuta quest’ ultima linea , che nel presente caso è 
la terza di sopra espressa , si otterrà da essa arbitrariamen- 
te il valore di quell’ incognita che si vuole , dividendo il 
coefficiente di questa ( che perciò trovasi nelle precedenti 
linee fatta la riduzione di tutt’ i termini ove una stessa inco- 
gnita è fattore comune ) per quello che in questa stessa ul- 
tima linea si trova appartenente all’ incognita introdotta . 
Sicché nel caso presente si avrebbe 
x — ~ [ (k* ~ h ‘ c >" ~ ( bm ' — V^Y’ + — e'"»)*’" ] 

[al/ — a'tijc" — [ac 1 — a'c )b" + (òe' — i/c )a" 

_ + [ (“r 1 — a'c)m" — (am' — a'ro)e" + (ero' — e'mja* ] 

V [ab 1 — a'iijc" — (oc' — a'c )b" + [be' — i/c )a" 

- ~ I i aV ~ a ' b ) m " ~ i am ' ~ a ' m ) b " + ( bm> ~ Vm ) a " ] 

* [ab 1 — a'fcjc" — (ac* — a'c )V -f- — 6'e )a" 

384. Il metodo esposto in questa regola ha anche il van- 
taggio di poter dare assolutamente quella delle incognite che 
si vuole ; facilitandosi in tal caso il calcolo delle diverse li- 
nee soprindicate. Poiché in questo caso non bisognerà con- 
servare in ciascuna linea che solamente que’ termini in cui 
contiensi l’ incognita che cercasi , e l’ incognita introdotta. E 
volendo soltanto i valori di due incognite x , jr senza tene* 
conto delle altre, si terrà solamente conto di que’ termini , 
ov’ esse e la t s’ incontrino ; e così in appresso. 

285. È ora necessario far vedere, che la regola data di so- 
pra regge ancorché nelle equazioni proposte uon si trovino 
io ciascheduna tutte le incognite . 

Sieno perciò le equazioni 

ux -J- by + m = o 
a'x + c 1 ; + m' — o 
b"y + c"z + m" - o 
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Stabiliscasi il prodotto xyzt , introducendo per moltipli- 
catore delle m , m', m", la nuora incognita t ; e poi da quel 
prodotto ricavisi la prima linea 

ayzt — bxzt — mxyz 
Da questa ottengasi la seconda linea 

— adyt + am'yz — ba'st + bdxt — bm'xz — a'myx — c'mxy 
o pure , nell’ altra forma, 

— ac'yt + ( am' — a'm)yz — ba'zt + bdxt — bm'xx — dmxy , 
c quindi la terza linea 

— ae'fc"t + ae'm"y + ( am' — a'm )V'z — ( am' — o'm) c"y 

— a'6e"t + a'bm"z — be'm"x -J- bm'c"x+ V Wi 
o pure ridotta a 

( acfb" + a'be" )*+[(«•»»' — o'mjò" + a'bm" ] * 

— [ (am' — a'm)c" — ac'm" ]y -f- [ [m’c" — m'VJò + W« ]* 
dalla quale si ha 

— [ (m'e" — ] 

. * “ ac'b" + a'bc" 

( am ' — a'nì)d'—ac'm" 
y = ac'b" + a'bc 11 

— [ (am'— a’m')b" +a’bm" ] 

ac'b " -j- a'bc" 

che sono i Talori di esse incognite tali quali sarebbero risul- 
tati con qualunque altro degli esposti metodi di eliminazio- 
ne; e che soddisfano alle tre equazioni proposte, ed al pro- 
blema ond’ esse derivano. 

286. Per maggior esercizio nella presente regola proporre- 
mo il seguente esempio di equazioni a coefficienti numerici - 

Sieno le quattro equazioni 

2u + 3x — 8 = o 
3u -f- 2j — 9 = o 
hx + 3z — 20 = o 
2y -f- z — 10 = o 

Formato il prodotto uxyzt , la prima linea sarà 
2 xyzt — 3 uyzt — iuxyz 


la seconda linea 
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4 xz t 4 . 18 X /3 — 9/3t + 6«zt— 27«/s— 24x/s—16ux2 

o pure 

4 xs e 6 xyz — 9/st + 6ui< — Ttuyz — 16ux3 

la terza linea 

— I 6 st + 12 xt + 80xs — 24 /s — I 837 + 27/< + 180/3 
— 18ut — 120uz — 81m/ + 64 u 3 — I8ux. 

o pure 

_ . iùzt + 12x< + 80xz + 156/s— 18x/ + 27/t— 18ut 
— 56 u2— 81u/ — 48ux 
E finalmente la quarta linea sarà 

38t + 152s + 114/ + 76x + 38* 

38 76 114 152 

dalla quale si ricava u = x =^> •^ =5 ’38 * * 55 - 3g J 

cioè u = 1,33=2) 3,2 = 4. 
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Osservazioni sopra alcuni casi belle eliminazioni. 


287. Se nel cercar l’ eliminata di più equazioni con allret- 
tonte incognite avvenga che una di queste risulti zero , ciò 
indicherà che una delle equazioni ad arbitrio possa soppri- 
mersi , essendo compresa nelle altre 

Così le equazioni proposte essendo 

2* + V + 5z — 22 = o 
3x -(■ 5/ -f- 2 z * — 30 = o 
+ fy" + 4z — A3 = o 

se con qualunque de metodi esposti eseguasi l’ eliminazione, 
trovandosi esser zero la z , esse ridtirrebbersi a 
2x -f l\y — 22 = o 

3x 5 y — 30 e= o 

5x + 6j — 53 = o. 

Ed è facile accorgersi che sommando le due prime e sot- 
traendole dalla terza si abbia subito y = 3. E lo stesso se la 
seconda si fosse sommata alla terza e poi sottrattone il qua- 
druplo della prima ; o pur sottratta la prima della terza , e 
di nuovo dal risultamene la seconda . Il che ben indica es- 
ser ciascuna, come si è detto , conseguenza delle altre due . 

288. Ciò che si è detto risulterà, adoperando la regola del 
Bezout , dallo svanimento di un’ incognita in qualche linea . 

Così nelle equazioni di sopra recate avendosi per prima 
linea r r 

2/~t 4 xzt -f- 5 xjrt -f- 22txyz 

per seconda 

— 2zt + 1 1/t + Gy: —Mxt+ 10xs — 106.,/ 
e finalmente per terza J 

— YU — 81/ — 135x 
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ove non trovasi piti la z ; dovrà questa risultare espressa da 
0 

__y , o però zero. 

389. Un caso più rimarchevole nelle eliminazioni è quan- 
do nel corso delle operazioni che si fanno per giugnere al- 
1’ eliminala , si perviene ad equazioni identiche ; di tal che 
il loro numero si restringe ad una. In tal caso siccome restano 
indeterminati i valori delle incognite in questa tale equazio- 
ne, similmente indeterminato dovrà essere il problema d’on- 
de sono tratte quelle equazioni connesse o socie con le altre. 
E si verrà in cognizione del grado d' indeterminazione del 
problema , ossia delle condizioni deficienti, dal vedere quan- 
te sono le incognite contenute in ciascuna di quelle equazioni 
identiche di cui si è detto . Di tal che se le incognite sieu 
due , il problema mancava di una sola condizione , ed era 
perciò indeterminato per un grado ; se tre , mancavano al 
problema due condizioni, e cosi in seguito. Ma su di ciò si 
ritornerà in appresso , nel trattar de' problemi , e delle e- 
qnazioni indeterminate *' ; e per ora basterà in rischiaramen- 
to del fin qui detto il seguente 

E a e i m o. 

290. Sieno le seguenti tre equazioni 

2x + 3 r + 5z+ 6=a 
3* + 2z -j- 5=o 

1 0x -f 8_y -f 1 4s -j- 32 = o 
nelle quali la terza evidentemente non è un’ equazione sepa- 
rata , ma connessa con le altre due , derivando dalla somma 
di queste , di cui è il doppio. 

Maneggiando tali equazioni con un de’ metodi esposti di 
sopra , si troverà , che eliminandosi la x dalla prima e sc- 

s * Nel voi. II. del preieote Corto. 
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concia di esse , perviensi ad avere l’ equazione 
7y-f 11z-f 8= o 

e similmente eliminando la stessa incognita tra la seconda e 
terza, se ne ottiene una identica alla precedente ; il che di- 
mostra 1’ indeterminazione per un grado del problema cui 
corrispondono quelle tre equazioni. 

291. Trattandosi le equazioni proposte colla regola del 
Bezout , si conoscerà che resti indeterminato il problema , 
allorché diviene zero qualche una delle linee del medesimo, 
e si conoscerà di qual grado d’ indeterminazione esso sia , 
dal vedere quale linea è quella che risulta identica ; di tal 
che essendo 1’ ultima , sarà esso indeterminato per un gra- 
do , per due se sia la penultima , e così in seguito. 
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CAPITOLO VI. 

Considerazioni generali so i problemi , e sol modo 

DI ALGEBRICA MENTE RISOLVERLI. 


2‘.)2. Quantunque nel capitolo I. già sicsi della alcuna co- 
sa intorno a' problemi ; e clic da que’ pochi semplicissimi ivi 
addolli , per rischiarar le dottrine clic concernevano essi e le 
equazioni che ne derivano , si potesse rilevare il modo da 
tenere per algebricamente risolverli, pure non è fuori propo- 
sito di qui ripigliare un tale argomento , affinché più distin- 
te divengano le nozioni su di esso , come ad un libro elemen- 
tare si conviene. 

293. Def. su. Un problema si dirà algebricamente riso- • 
luto , se ( essendosi convenevolmente contrassegnate le noie 

e l’ incognita di esso ) con la guida delle sue condizioni siesi 
ottenuta un’ equazione algebrica tra quelle c questa. 

Poiché risoluta una tale equazione co’ metodi ordinarj , 
la quantità ignota del problema risulterà determinata dalle 
note del medesimo. 

294. E da ciò si vede, che la risoluzione algebrica de’ pro- 
blemi sia interamente riposta in quella delle equazioni coi 
essa riduccsi , di tal che segua dei tutto la natura di que- 
ste , e la suscettività ad esser risolute . E però un problema 
si dirà dello stesso grado dell’ equazione ridotta alla quale 
si é pervenuto risolvendolo ; c la soluzione di quello sarà 
sempre della stessa specie che quella di questa. 

295. La difficoltà della soluzione algebrica di un proble- 
ma sarà maggiore se più intrigalo sia il nesso che lega le in- 
cognite alle note , e però più difficile riesca il traducimen- 
to delle condizioni in espressioni algebriche. E più ordina- 
riamente ancora se maggiore sia il numero delle condizio- 
ni di esso. 
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290. Per ottener dunque quello sviluppo che nella prece- 
dente definizione si è stabilito per la soluzione di un problema 
conviene che l’ analista : 

1". Stabilisca le quantità note , e l' ignota o le ignote di 
esso contrassegnandole con Ietterò dell’ alfabeto , nel modo 
che fu detto nel §. 1 5. ; nel che v’ ha bisogno di una certa 
sagacia ed espcrlczza , da sceglier l’ignota per modo che più 
agevole riesca il cammino per pervenire all’equazione, c que- 
sta ne risulti della forma più semplice . 

11". Riduca in espressioni algebriche i rapporti che lega- 
no le ignote alle note, e che, come si è detto, costituiscono 
le condizioni del problema. 

Ili*. Indi per mezzo di esse cerchi compiere un pareggia- 
mento che costituisca 1’ equazione al problema ; il qual pa- 
reggiamento potrà dedursi o dall'uguagliarc un tutto alle sue 
parli , o dichiarando ugnali due diverse espressioni della 
stessa cosa , o passando da una proporzione, sia aritmetica, 
sia geometrica , ad equazione. 

297. Che se avvenga di poter trarre dalla soluzione di 
qualche problema usta foratola generale , allora si otterrà da 
questa il mezzo da risolverne tanti altri analoghi, con la sem- 
plice sostituzione in essa de dati di quel problema specia- 
le che sarà proposto. 

Ed ccconc di tutte le suddette cose 1' applicazione ne se- 
guenti problemi. 

Problema I. 

298. Ire donne portano ognuna un cesto con uno stesso 
numero di poma , ed incontrandone nove altre , ciascuna delle 
tre dà ad ognuna delle nove lo stesso numero di poma dal suo 
cesto , ed in (ine. trovatisi quelle e queste avere lo stesso nu- 
mero di poma per ognuna. Si dimanda che parte delle poma 
che aveva ha ciascuna delle tre data a ciascuna delle nere . 
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Soluzione. 

Dalla stessa espressione del quesito del problema si rileva 
che l' incognita a stabilire per esso sia quel numero stesso di 
poma , che ciascuna delle tre ha date a ciascuna delle hove , 
e però esso indichisi per x . £ poiché ciascuna delle tre 
donne ha dato a ciascuna delle nove il numero x delle sue 
poma, avrà ognuna di queste conseguito il numero 3x di po- 
ma , mentre ognuna delle tre si troverà aver minorato il nu- 
mero delle sue di 9x di poma ; e quindi, supposto che già ne 
avesse il numero dinotato da a , gliene rimarrebbero a — 9x. 
Ma per la condizione del problema un tal numero dee esser 
quanto quello che ciascuna delle nove ha ricevute , cioè 3x. 
Adunque 1’ equazione al problema sarà 
3x = a — 9x 
cioè 3x + 9x = a 

ea *3 + 9 12 

Il qual risultamento evidentemente verifica il problema ; 
poiché a ciascuna delle prime tre donne rimarrebbe il nume- 
ro di poma o — ^ , eh’ è precisamente quello che 

ne avrebbe ricevuto ciascuna delle nove. 

299. E se invece di esser 3 le prime donne , e 9 le secon- 
de, il numero delle prime fosse generalmente espresso da m , 
e quello delle seconde da n; il numero dinotante la x sareb- 
be risultalo espresso da — - — . D’ onde può rilevarsi ge- 
ni + « 

neralmente , che : 

Se un tutto a sia diviso in tal numero di parti uguali , sic- 
ché abbiasi il numero m di queste uguale all’ eccesso di quel 
tutto sul numero n delle stesse ; ciascuna di tali parli dovrà 
esser rappresentata dal tutto a diviso per m + n . 

» 
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Problema li. 
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300. Un padre lascia a quattro suoi figli un eredità a con- 
dizione , che il primo abbia il numero a ducati più del secon- 
do , questo abbia b ducati più del terzo , e similmente costui 
abbia c ducati più del quarto. Si cerca la parte dell’ eredità 
toccata a ciascuno . 


Soluzione . 

Prendendo per ignota la parte del primo figlio, e dinotan- 
dola con x , è evidente che verrà espressa 

la parte del 2° da x — a 

quella del S" da ( x — - a) — b 
e f altra del 4" da ( x — a — b ) — e. 

Ma debbono tutte queste porzioni comporre l’ intera ere- 
dità , che essendo data potrà indicarsi per A . Adunque 1’ e- 
quazione corrispondente al problema sarà 
x+(x — o)+(x — a) — i + ( x — a — b) — c—h 
cioè 4x — 3a — 24 — c—h 

dalla quale ottiensi immantinente il valore della x . 

301. È facile rilevare dalla precedente soluzione , e dal- 
1’ equazione cui si è pervenuto , che : 

Se le parti di un tutto , dinotante nel caso presente C eredi- 
tà , fossero state al numero n , superatisi successivamente per 
a, b, c, d, . . . , F equazione risultante sarebbe stata 

nx — (n — 1)a — (« — 2)6 — (n — 3)c — (n — 4 )d . . . = h 
dalla quale rimangono risoluti tutt’ i problemi analoghi al 
proposto . 
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PnOBLEKA III. 

302. Vita persona avendo nel suo scrigno una somma di 
denaro , ne ha impiegata una data parte in un anno al suo 
mantenimento , ed accresciuto il rimanente del 5 per 400 ; e 
così avendo continuato a fare per altri tre anni , dopo scorsi i 
quattro anni ritrova avere nello scrigno la metà di quella som- 
ma che aveva da principio. Si vuol sapere quale questa fosse . 

So lusi one. 


Indicando tal somma ignota per x , per a quella impie- 
gata nel primo anno , l’ avanzo sarebbe stato x — • a , che 
accresciuto del 5 per 100 , cioè della sua parte ventesima, 
dà pel denaro rimasto nello scrigno 


dopo il 1°. anno . . . [x — a) + 


x — a 


20 + 1 


(X — a) 


20 20 

dal quale dctracndone nel secondo anno la quantità a , si 
20 + 1 


ridurrà a • 


20 


( x — a ) — a , ebe aumentalo della parte 


ventesima farà conservare nello scrigno 


dopo il 2°. anno . . . 


20+ 1 
20 


20 + 1 , 

(x — a) — a +- [x — a) — - 

v i 1 20* ‘J 


20 


20 (20 + 1 ), 


20 * 


x — a )- 


20 


- ■- “++— )-£= 


20 ’ 


(20 + 1 )*, 20+1 

(x — a) + — a 


20 * 1 ' 20 
E però consumatane la parte a , ed aumentalo il resìduo del 
ventesimo , si troverà rimanere nello scrigno 


(20 + 1 )*, 

dopo il 3°. anno . . . ^ — ( x ■ 


al ( 20 + 1 > fl 
* a) — - — ” — a — a 


+ 1 «+«•(.-.>■ 


20 * 


20 
(20 + 1 ). 
20 * 


20 


che riducendo diviene 
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(20+ 1)» _ f 204 -ll’ „ _ 20+_l o 

20 “ 20 * 20 
E similmente operando si troverà esistente nello scrigno 


dopo il 4°. anno . . . 


( 20 + 1 ) 4 , , ( 20 + 1 )*. (20 + 1 )-. 20 + 1 . 

204 ( ^ 20 * - 20 * ° 20 X 


La qual somma dovendo, per la condizione deì problema, pa- 
1 , . 

reggiare — v , darà l’equazione al medesimo, dal risolvimen- 


to della quale si otterrà il valore della .r. 

303. 11 progresso dell’ operazione eseguita pc’ quattro an- 
ni , c per la parte ventesima di aumento del residuo annua- 
le, continuando ad esser sempre uniforme , e la legge con la 
quale procedono i termini del risullamento essendosi resa 
chiara da’ primi quattro anni pc’ quali si è eseguita , si po- 
trà stabilire generalmente , che per un numero m di anni , e 
per la parte « di cui si accresca annualmente ciascun resi- 
duo , la forinola da stabilirsi debba essere 


( — ) (*-H— ) 


/ n + l \'" * /«++ "* - " 1 

°-(— ) a -(— ) 


n+1, 


n+1 


per mezzo delle quale si potranno risolvere molli proble mi 
affini al precedente. 

304. E volendola ridurre in un convcnevol teorema, potrà 
questo cosi enunciarsi. 

Se da un lutto tolgasi una data grandezza , ed al residuo si 
aggiunga la parte n di esso : e presa tal somma per un nuovo 
lutto vi si operi nel modo stesso, e cosi successivamente pel nu- 
mero m di volte ; dovrà ottenersi per ultima quantità quella 
che si ò di sopra espressa. 

305. Ma la precèdente forinola è suscettiva di un'assai e- 
legante simplificazionc. Di fatti essa riducesi ad 


<¥>“+ ■•+*-'] 
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308. Cosi essendo proposto il seguente problema : 

Un servitore togliendo da un vaso ove eranvi caraffe 81 di 
vino puro una quantità di esso vi supplisce acqua ; e ciò con- 
tinua a fare per ben tre altre volte. Accortosi di ciò il padro- 
ne fa saggiare il vino , e vi si trovano sole 16 caraffe di vino 
puro. Vuol sapere quante caraffe di vino puro ne furono estrat- 
te la prima volta. 

La forinola precedente in cui 1 = 81, n = 4, darebbe 
luogo all' equazione 

(81—*)* 


81 J 


= 16 


ed (81— *)* = 16x81’= 1 Gx3“ 

Quindi estraendo da’ due membri la radice quatta sarà 
81 — * = 2x3 J =2x27 = 54 
ed * = 27. 

I. to.i _ 

81 3 tìl* 27* —16, co- 

me per la condizione del problema riebiedevasi. 




19 


Digitized by Google 



- i45 


analisi algebrica 

CAPITOLO VII. 


Risoluzione di alcuni problemi determinati 
di mimo grado (295.). 


309. Poiché nell’ apprendimento delle scienze gli cserapj 
giovano ancor più che i semplici precetti, ho stimalo qui rac- 
cogliere una buona mano di problemi, che non solo valessero 
a rischiarare le dottrine finora esposte ; ma ancora a dedur 
nuove regole , e dilucidare alcuni punti de’ risullamcnli che 
dall’ analisi di essi oltengonsi . I giovani oltre a ciò rice- 
veranno da’ medesimi il vantaggio di ricrearsi alquanto lo 
spirito uscendo dalle sterili teoriche algebriche finora ap- 
prese , e vedendo di quale utilità esse possano essere per gli 
usi della vita civile . 

Problema IV. 

310. Dimandato uno che ora fosse , rispose : le ore che 

4 

debbono scorrere per terminare il giorno sono di quelle già 
scorse,. Qual ora era dunque ? 

Soluzione. 

Sieno x le ore già scorse ; le altre a scorrere per termina- 
re l’ intero giorno sarebbero 24 — x : ma queste debbono 

4 . 

essere y di quelle . Dunque 1’ equazione al problema sarà 

4 

y a: = 24 — x 

cioè 7 x = 72 

72 2 

ed x = ■=- — 10 or c = 10 or c 17' circa . 

mi 1 ' _ 
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Problema V. 

311. Sono tre numeri , ed il primo aggiunto alla terza par- 
(e del terzo è uguale al secondo ; questo col terzo del primo 
uguaglia il terzo ; ed il terzo supera il primo per 10 . Si di- 
mandano i numeri . 

Soluzione. 

Sia x il primo nomerò ; sarà per l’ ultima condizione di 
sopra esposta il terzo espresso da x -f 10 ; ma il secondo 

». . . x 4 - 10 

per la prima condizione e x -f- — , e per la seconda 

o 


è quanto x + 1 0 ^ . Adunque l’ equazione al problema 

x + 1 0 x 

sara x -f — - — ss x -}> 1 0 — -r- 

o «J 

cioè # 4 - 10 = 30 — x 

e 2x = 20 , a: = 10. 

Quindi il primo numero è 1 0 , il terzo è 20 , c ’l secon- 

d° 1G y . ** o». r 

:W#Ì W 

ffSZ Altre*. »*"• 

312. Sia x il primo de’lre numeri proposti ,y il secondo, 
s il terzo ; avranno luogo le tre seguenti equazioni, ciascuna 
per oguuna delle tre condizioni di sopra stabilite , cioè sarà 

14 * + i =r «A 

~ X 

2 / + ’ 3 = 5 

3» a; + 10 = a 

E sottraendo la seconda dalla terza , c poi riducendo , si 
avrà 

2x + 30 = 3 \y 

Similmente riducendo la prima equazione , c poi sommando- 
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, la con la terza , si avrà 

kx -f 10 s= 3y 

che paragonata con quella di sopra ottenuta darà 
2x -f 30 ss Ux -f- 10 

d'onde si avrà x = 10 ; e con la sostituzione di tal valo- 
re in una delle due precedenti equazioni in x , y si avrà 
2 

y = 1G — .Finalmente dalla terza delle equazioni al proble- 
ma si otterrà dal valore della x quello della : espresso da 20. 

313. Il paragone di queste due soluzioni può servir dì 
prova per mostrare , che quando può pervenirsi ad ottenere . 
una sola equazione finale ad un problema che contenga piò 
condizioni od altrettante incognite , bisogna sempre farlo , 
riescendo più facile il maneggio di questa sola equazione , 
che quello di più ; e quindi più elegante la soluzione del 
problema : poiché 1’ eleganza di una soluzione algebrica di 
un problema aritmetico consiste , nell’ ottenersi direttamen- 
te quell’ equazione , che senza ulteriori ripieghi , e col più 
facil maneggio conduca alla determinazione dell’ incognita, 
principale stabilita nel problema . 

Problema VI. 

314. Un agente A produca l effetto a nel tempo t , f al- 
tro A' sia capace a produrre un consimile effetto a' nel tem- 
po i . Similmente un terzo agente A" produca i effetto a" net 
tempo l" ; e così di altri . Si dimanda in che tempo produr- 
ranno un effetto c tuli i suddetti agenti agendo insieme . 

Soluzione. 

Sia x un tal tempo. E supponendo 1’ effetto prodotto da 
ciascun agente proporzionale al tempo ; però se A' produ- 
ceva nel tempo t 1 effetto a , nel tempo x dovrà produrre 
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1’ effetto Similmeute sarà ^ 1’ effetto prodotto dall’ a- 
d^x 

gente A' nel tempo ( , ~- quello prodotto dall’ agente A" 

nel tempo t", e cosi in appresso ; e questi effetti dovendo 
insieme equivalere all’ effeLto e , daranno luogo alla seguen- 
te equazione al problema 



e per mezzo di essa potranno risolversi non pochi problemi 
analoghi. 

315. Cosi se fosse proposto il seguente 

PnO*LEMA VII. 

31 6. Una vascariceve acqua da quattro tubi, de quali ilpri- 
mo da se solo la riempirebbe in un giorno , il secondo in due, 
il terzo in tre , il quarto in quattro giorni. Si dimanda il tem- 
po in cui quella vasca si riempirebbe dandogli l acqua i quat- 
tro tubi insieme . 

Soluzione. 

Poiché l’ effetto prodotto da ciascun tubo in diversi tem- 
pi è lo stesso , si potrà quindi porre uguale all’ unità , e 
però 1’ equazione superiore diverrà in tal caso 

*0 + 4 + 4‘ + t) ==ì 

cioè 12ar -f- Gx Ux -j- 3x = 12 

e quindi x~— di giorno = 1 1 or e 31' circa. 

Arò “1 


Problema Vili. 


317. Un mulo ed un asino trasportano barili di vino , a 
l asino ne ha tanti che togliendone uno dal mulo , ci aggiu- 
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I 

gncndolo a suoi , ne verrebbe a portare il doppio numero di 
quelli del mulo ; al contrario se un sol barile si togliesse al- 
ta sino ^ e si dassc al mulo , sarebbero essi ugualmente carichi. 
& dimanda il numero de ' barili che ciascun di essi porta . 

Soluzione. 

Sia x il numero de’ barili de’ quali è gravato il mulo ; in 
tal caso , per la prima condizione del problema , 1’ asino a- 
vrebbe un numero di barili espresso da Ix — 3 : ma per la 
seconda condizione , togliendosi da questa quantità un bari- 
le , ed aggiugncndolo all’ altra x , risultavano essi ugualmen- 
te caricati. Adunque sarà 

2x — 4 = ar.-b 1 
cd x = 5 

cioè il mulo portava 5 barili , e l’ asino 7. 

Problema IX. *$<|73f^ 

218. Un maestro dimandato clic numero di giovani avesse r 
rispose : la loro metà insieme col terzo e con la quarta parte di 
essi mancano dalT intero numero dò mici giovani per IO. Si 
cerca qual fosse un tal numero di allievi . 

Soluzione. 

Sia x quel numero di giovani , sarà l' equazione al pro- 
sente problema 

t * + 4 * + t * + 10 = * mi 

cioè Ci -f hx -|- 3s -f 120 = 12c 

cd x = — 120. 

319. Il risullamento di questo problema è un valore ne- 
gativo per la x , il quale soddisfa all’ equazione d’ onde si 
è ricavato , rendendosi uguali effettivamente i due membri 
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della medesima col sostituire — 120 ad x ; ma intanto con- 
viene esaminare cosa dinoti un tal valore negativo deli’ in- 
cognita in rapporto al problema proposto . Or se rifletta- 
si sulla condizione di tal problema , c quindi sali' equazio- 
ne al medesimo, si rileverà facilmente , che le tre parti del 
numero de’ giovani , che si disegnano dal professore giù 

111 

sono maggiori dell’ intero numero , mentre —,-=-,- 7 - di una 

2 u 4 

quantità sono maggiori di essa ; che perciò è contradditto- 
rio il volere eh’ essa risulti da queste più 10. E ciascun ve- 
de, che il problema si ridurrebbe possibile , se si dicesse al 
contrario , che quelle tre parti superavano il numero de’ gio- 
vani per 10 ; nel qual caso risulterebbe pel numero cercato 
-J- 120. Adunque il valore negativo dell’ incognita in questa 
specie di equazione indica , che la quistione in quel modo 
proposta non può aver luogo, includendo una contraddizio- 
ne, che per toglierla bisogna convenevolmente cambiar qual- 
che cosa nell’ enunciazione del problema nell’ opposta. 

Problema X. 

320. Sì dimanda un tal numero , che dal suo doppio to- 
gliendo 4 , c dal doppio di questo residuo sottrattone 2 , e fi- 
nalmente diviso tal secondo residuo per 4 ; questo quoziente 
sia quanto il numero cercalo meno 4 . 

Soluzione. 

Sia a: quel numero; sarà 2x — 1 il primo residuo , 4x — 4 
il secondo , ed x — 1 il quoziente di esso diviso per 4; ond’ è 
che 1 ’ equazione al proposto problema sarà 
x — 1 = x — 1. 

321. Questa specie di equazione dicesi identica ; e da 
essa , come si vede , in nessun modo può determinarsi va- 
lore per la x ; e ciò deriva da che in effetto quel numero 
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doe restare indeterminato e generale , mentre ciò che nel 
proposto problema si dimanda non già ad un numero spe- 
ciale , ma bensì a tutt’ i numeri generalmente si compete , 
ossia che al proposto problema può soddisfarsi con un qua- 
lunque numero. Di fatti pongasi ad arbitrio 7 per la x , e 
preso di 7 il doppio meno 1 , cioè 13 , e di questo il dop- 
pio meno 2 cioè 24 ; un tal numero diviso per 4 darà per 
quoziente 6 , eh’ è minore per 1 del numero 7 . 

322. Adunque ne’casi che l’equazione alla quale si perviene 
risolvendo un problema algebricamente sia identica , il pro- 
posto problema diviene un teorema , cioè quello che in esso 
cercasi è proprietà del soggetto in quistione; e di fatti il pro- 
blema di sopra proposto può nel seguente modo tramutarsi in 

Teorema. 

Se il doppio di un numero si minori di 1 , ed il doppio dì 
questo residuo minorato di 2 si divida per 4 ; si otterrà per 
quoziente un numero minore del proposto per 1 . 

323. Bisogna però avvertire, che per esser giusta la conse- 
guenza qui dedotta dall' osservare che risolvendo un problema 
si giugneva ad una equazione identica, conviene che la solu- 
zione del medesimo siasi convenevolmente condotta , senza 
mai essersi tenuto conto due volte di una stessa condizione . 
Poiché in questo caso l’ identità dell’ equazione finale , non 
già da una proprietà generale del soggetto in quistione do- 
vrà derivarsi ; ma bensì dalla condotta non regolare tenuta in 
risolvere il problema , la quale dava luogo ad una petizione, 
di principio . 

Problema. XI. 

324. Un padre lega in testamento o’ suoi figli una som- 
ma di denaro da dividerla ugualmente , ed eseguita la divi- 


Digitized by Googl 


dementare 


i53 


tiene si trova , che la porzione del primo è 100 scudi , e 
la decima parte del rimanente delF eredità ; quella del se- 
condo è 200 scudi , cd un decimo di ciò che rimane ; quel- 
la del terzo l è 300 scudi , cd un decimo del residuo del- 
r eredità ; la pensione del quarto l' è 400 scudi, ed un de- 
cimo del nuovo residuo ; e così in seguilo. Si vuol conosce- 
re qual fosse f eredità : quale il numero de figli ; e quindi 
ciò che sia toccato a ciascheduno ? 


Soluzione. 

Pongasi 1’ eredità = ; , e la porzione di ciascun figlio 
— x ; e però il loro numero = Si avranno le espressio- 
ni delle masse a dividere, e delle porzioni spettanti a ciascu- 
no dinotate come qui appresso. 


Mani a 
dividere 

Ord.de' 

figli 

Porzione di ciascuno 

X 

i° 

... . 2—100 

2= 100-1 

10 

X — X 

li» 

x — 2004 - 3 *- 200 

10 

*-300+ ‘- 2 *- 300 
' 10 

x — ix 

ni° 

x — 3x 

I V o 

*-ioo + "~ 3r_400 

10 

z— kx— 500 

z — Kx 

yo 

* =500+- 

z — 

VI 0 

x s= onn+ i—ò®— 600 
10 

• • • 

• • • 

• .« ... 


Differenza di ciascu- 
na porzione dalla stg. 


100 — 
100 — 
100 — 
100 — 
100 — 



10 

x + J00 
10 

* + 100 
10 

x + 100 
10 


Or essendo uguali le porzioni di ciascun figlio , quelle diffe- 
renze ottenute debbono esser tutte zero ; c ritrovandosi esser 
la medesima l’ espressione di ognuna di esse , basterà pare"- 

20 ‘ ° 
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piarne una ad arbitrio a zero ; sicché si avrà l’ equazione 
x 4. 100 

,0 ° — V =° 


che risoluta dà x = 9000 

Sicché la porzione di ciascun figlio è scudi 900; e questo nu- 
mero sostituito per la x in una delle equazioni della terza co- 
lonna , per esempio nella prima , db 

s =j 8 1 00 , eredità intera 

e quindi — = 9 , numero de' figli. 

325. Questo problema di una natura tutta particolare, che 
però merita una speciale attenzione , per la maniera com’ es- 
so vicn risoluto, fu per tal ragione recalo dall’ Eulero ne’ suoi 
Elementi di Algebra tj.G04 voi. I. 

I 

Problema XII. 


326. Tre negozianti A , B, C falli i conti di lóro casse rispet- 
tive trovano, che aggiugnendo alla cassa di A la metà di quel- 
le di B e C completi la somma m di ducati , c che la stessa 
somma risulterebbe con f aggiugnerc alla cassa di B il terzo 
del denaro di quelle di A , C , o con aggiugnerc a quella di 
C il quarto di quelle di A , B. Si cerca il denaro di ciascuna 
cassa . 

Soluzione. 


Ì x il denaro di A 

y quello di B 

z V altro di C 

Si avranno le tre condizioni del problema algebricamen- 
te espresse dalle seguenti rispettive equazioni 

„+£±t. 


1 a 


■ = m 


2 * 


, X + Z 

/+ -7-= TO 
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3 * 


. x + * 

2 + — ="* 


che per maneggiarle più facilmente , si moltiplichi la 1 1 per 
2 , e sottraggasi dalla seconda moltiplicata per 3 , si avrà la 
4* 2y ss m + x 

Parimente moltiplicando la prima per 8 , e da essa sottraen- 
do la 3* moltiplicala per 4 , si avrà la 
5® 3 y — 4 m — lx 

Dalle quali due equazioni 4 e 5 si ha subito la 
G* ?/n -J- 3x — 8n» —r 14a? 

5m 

c però x ~ 


d' onde per meno dalla 4® si ha 

11 m 

y — — 

£ finalmente sostituendo questi valori di x, y nella 1®, si a- 

, 13n» 

vra ancor z — - 

17 

Co’ quali valori sarà agevole verificare il proposto problema . 


PnoBLStta XIII. 


327. A, B, C, D giocando al tresette , A guadagna a B 
la metà del denaro che costui aveva ponendoti al gioco, B gua- 
dagna a C la terza parte del denaro che prima del gioco ave- 
va, C a D la quarta parte di quello che aveva ; e finalmente 
D ad Ala quinta parte del denaro che costui aveva . Termi- 
italo il gioco ti trova aver ciascuno la stessa somma a di de- 
naro . Si dimanda qual fosse il denaro di ciascuno prima di 
cominciare il gioco. 

Soluzione. 

Sia x il denaro di A, y quello di B , z T altro di C, a dì />. 
Le equazioni esprimenti le condizioni del problema saranno 
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1 

x + y — « 

1 

2* J + -3* = « 

1 

a* = + t“ = " 

i 

4» « + -jT* — « 

Prendasi nella 1*1’ espressione di x in y , e sostituiscasi, 
nell’ equazione 4*, si avrà la 

4 4 

5 “ u - W = T° 

dalla quale prendendo 1’ espressione di v in y , e sostituen- 
dola nella lena si ha la 



la quale equazione combinata con la 2 a dura 

88 

y ~ 779 a ‘ 

Quindi dalla stessa 2 a si avrà 



e dalla 1 * otterrassi 


x — 


75 


119 


I inai mente della 3* si avrà 

104 

“ “ 119° 

E stabilendo per a un moltiplice di 119, come per un caso 
il triplo 357 , si avranno in numeri interi 

x = 225 , y = 264 , z =i 279 , u = 312 
I quali numeri , come può facilmente verificarsi , soddisfano 
alle equazioni 1% 2*, 3* , 4“ , e quindi alle condizioni del 
problema. 
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CAPITOLO Vili. 

Della determinazione ne’ problemi trattati 
con l’analisi algebrica. 


328. La natura de’ problemi è la stessa sia che ri si trat- 
tino quantità continue , e però alla Geometria si apparten- 
gano , sia che i dati ed il quesito sieno valori numerici , e 
però di spettanza dell' Aritmetica : e 1’ Àlgebra che riunisco 
ed assimila queste due specie di problemi , e dà loro un’ an- 
damento uniforme , dee per conseguenza assoggettarne i ri- 
sultamenti alle stesse considerazioni. Che però del pari che 
ha luogo la determinazione ne’ problemi geometrici , per ve- 
dere quando sieno possibili , e quando impossibili ; il che 
dipende talvolta dalla qualità de dati pel loro rapporto ; lo 
stesso deve aver luogo ne’ problemi aritmetici. 

Questo importante argomento per la convenevole e com- 
piuta risoluzioue de’ problemi , per cui grandemente se ne 
occuparono, nel risolvere i problemi geometrici , gli antichi 
geometri , e coloro tra’ moderni che hanno calcate le loro 
orme , trovandolo affatto trascuralo nelle istituzioni di Ana- 
lisi algebrica , ho stimato ben fatto introdurvelo ; e quindi ne 
dirò qui quanto si conviene per 1’ uso a farne ne’ problemi 
aritmetici di i° grado ; poiché in quelli di grado superiore 
piò manifestamente deriva una tal determinazione dal ri- 
solvimento dell’ equazione che vi dee soddisfare ; serban- 
do il trattarne estesamente e di proposito nella dissertazio- 
ne , su tale argomento , inserita nel voi. 1* degli Opuscoli 
matematici. 

329. Dee. xiii. Per determinazione ne’ problemi s’ inten- 
de quella ricerca, sia astratta, sia dipendente dall’ analisi dì 
esso, mediante la quale si conosce se il problema sia possi- 
bile o no, ed in quali casi, ed in quanti avvenga 1’ una c l'al- 
tra di queste cose. 
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E talvolta ancora quali relazioni debbano avere i dati, o 
come debbano esser modificate le condizioni , perche il pro- 
blema riesca possibile ; la qual ricerca in questi casi costi- 
tuisce J a soluzione del problema , e determinata quella mo- 
dificazione il trasmuta in un teorema; poiché con quella mo- 
dificazione dee sempre aver luogo il quesito. 

330. La determinazione dunque ne'problemi può precedere 
I’ analisi di essi per convenevolmente condizionarli,o seguir- 
la , per conoscerne la possibilità e l' impossibilità ; e nel 
primo di questi casi in quanti modi quella abbia luogo, o sia 
il problema possa risolversi. 

Problema I. 

331 .Dividere un numero dato a in due parti , sicché la pri- 
ma moltiplicata per m, c la seconda per n producano insieme 
f altro numero b . 


Soluzione. 


Sia x 1’ una delle parli richieste di a, 1’ altra di esse sarà 
a — x , e per la condizione del problema si avrà 
mx -f n(a — x) = b 

che ridotta darà 

(ut — ti) x — b — na 
b — na 


ed 


wi — n 


Determinazione del problema , per risultamento 
dell’ analisi di esso. 


La x dovendo risultar positiva, se i numeri m ed n sicno 
iuteri , ed »»>» , bisogna che sia ancora ò>na, cioè b mag- 
giore del moltiplice più piccolo della quantità da dividersi. 
Se al contrario ra<»i , dovrà essere ancora 6<n(t. 
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Che se essendo m<n fosse na <i , il risultamenlo negati- 
vo indicherebbe, che, per esser possibile il problema, la con- 
dizione della somma di que’ moltiplici delle parli di a ugua- 
le a b , debba cambiarsi nell' opposta della differenza , cioè 
questa debba pareggiare b . Ed in tal caso 1’ equazione si 
cambierebbe in 


ed 


(m -f- n) x — b -f na 

b -\-na 
•E , 
m + n 


E la stessa inversione di condizione dovrebbe aver luogo 

nel caso che essendo n»>n fosse b^na. 

Che se la m pareggiasse la n , sarebbe 

b — na 

x = 

o 


la quale espressione a veder cosa significhi , basterà retro- 
gradare nell analisi del problema proposto all’ equazione 
(m — n)x = b — na 

d’ onde si avrebbe bzxna , cioè a dire che debba in tal ca- 
so il numero b essere quanto il moltiplica n o pure m di a . 
Il che risultava chiaramente dall’ enunciazione del problema 
stesso , poiché il molliplice di un tutto pareggia la somma 
degli ugual moltiplici delle sue parti . Ed in tal caso l’ e- 

, O , , , [) - - - jid 

spressione — in cui si troverebbe trasmutato il valore 

0 m — « 

della x indicherebbe una indeterminazione nel problema. 
3<i2. Al precedente problema sono analoghi i seguenti. 
333. i . Date le gravità specifiche di due metalli , e quella 
di un loro composto , e data la massa di questo , assegnare la 
proporzione di que ’ metalli in questa massa 5 * . 


*’ Per dilucidazione della presente enunciaziono si avverta, che per 
gravitò specifica s intende il peso di un corpo in un dato volume , e 
per maria quello per un volume qualunque ; di tal che chiamata g la 
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Esprimasi per a il volume di questa massa , ed x sia quello 
dell’ un de’ metalli , e g , m , n esprimano lo graviti specifi- 
che del composto da essi, e di ciascuno separatamente ; sari 
mx il peso dell’ un di questi , ed n(a — x) quello dell’ al- 
tro ; ed ag il peso della massa data. Laonde si avrà 
mx -f na — nx = ng 

, 9 — ** 

ed x = a. 

m — n 

Il qual risultamento darebbe lnogo alla stessa determina- 
zione che quello del problema precedente. 

334. Ognun vede che tal problema corrisponda alla ricer- 
ca fatta da Archimede per iscoprire il furto nella corona del 
re Cerone . 

Problema. II. 

335. Di' due vini , f uno £ un prezzo m , t altro n per ogni 
larile, siesi composto un barile del prezzo a . Si vuol sapete 
qual parie se n è presa da ciascun di quelli . 

Soluzione. 

La soluzione eseguita con l’ andamento stesso del proble- 
ma generale (331.) darà luogo al risultamento 



m — n 


ove b dinota il barile . E la determinazione che vi avrà luo- 
go sarà la stessa , che quella del problema precedente. 

336. Il presente problema risolve , come si vede , il caso 
della regola di alligazione in cui , dati i prezzi di una stessa 
quantità di liquidi diversi , si cerca quella parie che debba 
prendersi di ciascuno , perchè ristdli la quantità stessa ad un 
dato prezzo. 

gravità specifica di un corpo nell' unità di volume c e un volume qua- 
lunque , m la massa corrispondente , si avrà 

i : r :: j : m , e però m—tg. 
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Problema III. 


337. Due corpi A , lì < listanti l un dall altro per l inter- 
vallo a muovami per la stessa direzione e pel verso stesso, con 
le velocità e , e' ; ed essi incontrimi dopo uno stesso tempo Si 
cerca il punto di loro incontro . 


Soluzione. 


Sia x lo spazio che dee percorrere il corpo A piu distan- 
te, per raggi ugnere 1’ altro 11 ; sarà x — « lo spazio da per- 
corrersi da questo. E poiché nel molo equabile , come sup- 
ponesi quello de’ due corpi A,B, il tempo in che si percorre 
un dato spazio è quanto questo diviso per la velocità . Si 

avrà il tempo di A cspivsso da — 


e quello di B 



le quali espressioni dovendo pareggiarsi daranno luogo alla 
seguente equazione 


r x — a 



o sia c'x — ex — ca 

ex — c'x — ca 


x 



Determinazione del problema. 

Dovendo risullar positiva la r, perchè il problema riesca 
possibile ne' termini coni' è proposto , dovrà la e velocità del 
corpo più distante dal punto di loro incontro superare la e' 
velocità del corpo B. 

Che se al contrario fosse e'>c, nel qual caso è manifesto 

21 
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cheA non potrebbe raggiugnerc B, ilrisultameuto negativo del 

Cd 

valore , della a; diuolerebbeesservi De dali, o nella con- 

c — c 

dizione del problema una contraddizione da correggersi col 
trasmutamenlo, o di quelli, dando ad A la velocità di B, ed 
a B quella di A, o col modificare la condizione, cioè che in- 
vece di andare per lo stesso verso vadano 1’ un contro 1’ al- 
tro ; nel qual caso si avrebbe l' equazione 
c'x = ra — ex 


ed 


c + c' 


Che se c ss e 1 , cioè che i due corpi si movessero con la 
stessa celerilà , nel qual caso, com’ è evidente, non mai po- 
trebbe! o incontrarsi, il valore della x diverrebbe 

ca 

o 

espressione che non può dinotare altro che 1‘ impossibilità 
dell incontro . Ed essa di fatti equivalendo a quella di 
(c' — c)x — ca 

darebbe ra = o , eh" è impossibile . 

E supponendo nulla la distanza a , cioè che i corpi par- 
lano dal luogo stesso, I espressione della x , che sarebbe 

o 

x = - , 

c — c 

produrrebbe 1’ equazione 

(a 1 — c) x = o 

la quale potendo aver luogo col divenir zero l'uno o 1’ altro 
fattore, dinoterebbe Del caso di x— o, che i corpi A , B s’ in- 
contrano, come l è, nel principio del loro movimento ; e nel 
caso di c'— c — o, eli essi inconlransi sempre, esseado ugua- 
li le velocità ; e però V espressione —— — , o ancora — , 

poiché e' — r=o, dinoterebbe un indeterminazione nel pro- 
blema . 
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Della risoluzione delle equazioni di 2* ora no, 

E DELLA LORO NATURA. 


338. È già noto cosa intendasi per equazione del 2* grado 
(231.) *, ed è pur chiaro che la sua forma piu semplice sia 

x' = ± q 

® pure *’ = o 

che dicesi pura ; la più completa , che- dicesi ancora affitta 
del 2° grado , quest' altra 

x' icpxi. q~ o 

trovandosi in cssa.net \° termine 1‘ incognita col coefficiente 
+ » ( rcg,\ N , e con l’ esponente 2.; nel secondo la stessa 
con 1’ esponente 1 , e con un qualunque coefficiente positi- 
vo o, negativo ; e finalmente nel terzo termine quantità, note. 

339. È in oltre evidente che 1’ equazione pura 

x' — dfc q 

si risolva, con- estrarre la radice da ambo i membri. , di onde 
si ha x de V ± q 

cioè i due valori della x, o le due radici ” di una tale equa- 
zione saranno -| - ^ ’it q, — \/±^;ed esse soddisfano, co- 
ni' è evidente , all’ equazione. Ed è pur manifesto che debba- 
no risultare entrambe reali, o entrambe immaginarie, secoa- 

3J, A questi valori della x si diede da' primi analisti-italiani il noma 
di radici , perchè effettivamente essi eran tali ; e per analogia si estese 
ancora. la stessa denominazione a' valori dell'incognita nelle situazioni 
affette del 2° grado, e poi alle equazisni di qualunque grado, nello qua- 
li similmente per cstrazion dà radice ottengonsi i valori dell’ incognita 
nel caso semplicissimo delle pure. Una tal denominazione non dee dun- 
que tanto sembrare impropria a' (tosatori moderni , che la vorrebbero 
cambiata nell'altra di rtioicznlt ; e solamente converrà distinguerò in, 
radice di una quantità, e radtee di un'equazione ( -Si tenga presente sul 
propositn.il discorso- preliminare terso la fine j . 
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do clic la quantità q , clic pareggia la x' sia positiva , o ne- 
gativa (142.) . 

340. Sia ora V equazione completa di 2° grado 
l a x* -f px -f q = o 

ove le p , q clic qui voggonsi indicate col segno -{- possono 
essere quantità positive, o negative, come si vuole, il che dà 
all equazione proposta le quattro forme seguenti, cioè l’ iden- 
tica ad essa anche ne’ segni 


Il a 

X ’ — px q 

lll a 

x ' -f px — q 

lY a 

x' — px — q 


Or la prima idea che si presenta in risolverla si e di vedere 
se possa ancora liescirvisi per I eslrazion di radice ; e poi- 
ché trasportando il terzo termine q nel secondo membro ( o- 
pcrcrcmo sulla 1 a equazione , che vale ancor per le altre ) 
sì ha a-' -j - px = — q 

che può anche porsi sotto la forma 

x' -)- 2x X ^ = — q 

ove si vede clic il binomio costituente il primo membro è 
composto dal quadrato del numero x, e dal doppio prodotto 


di tal numero nell’ altro ~ 


che però se ad esso binomio si 


nggiugnesse il quadralo di il trinomio risultante sarebbe 


il quadrato di x-f-~-(158.) . Quindi aggiugnendo effettiva 

mente tal quantità a’ due membri, per non turbare 1’ cquazio 
ne proposta , risulterà 

*’+^+£'=t- ? 

cioè (* + y) —j- ~ <]■ 

■Ed estraendo da’ medesimi la radice quadrata , si avrà 
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ed * = — -§• ±V*( 4" "”?) 

cioè 1 equazione proposta avrà per radici le due seguenti 

341. E volendo anche dinotarle com’ esse risultano dalle 
tre forme soprindicale , si avrà dalla 


hi- ,=_f ±va(£ +? ) 


iv * = + .£* \r ( £ +,) 

E ciascuna di queste radici si vedrà , con la sostituzione , 
soddisfare all’ equazione cui corrisponde . 

342. Sicché la regola per risolvere un’ equazione completa 
di 2“ grado, convenevolmente apparecchiata, è la seguente : 

Si passi nel secondo membro il termine nolo della medesi- 
ma ; si compia il quadralo del primo membro , aggiugnendo al 
binomio che lo rappresenta la metà del coefficiente del secon- 
do termine dell equazione , che per non turbarla , si aggiu- 
gne anche al secondo membro di essa. Finalmente , estratta 
la radice da ambo i membri così apparecchiali , si trasporti il 
termine nolo dal primo membro nel secondo : si avranno in 
tal modo i due valori dell' incognita. 

343. Poteva ancora ottenersi la risoluzione dell’ equazio- 
ne di 2 grado affetta riducendola a pura ; poiché essendo 

a:’ ± px = jp q 
c *°® (* ± p)x = Jf. q 

col porre x = y ^ , si avrà la trasformata 

G + •£)(/ — §-) = *& 
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osia / — ^ 

quindi / = + 

ed 7 =±V r (f=F?) 

ove riponendo per y la x qp , si ha 


ed 


= *V"(X V9> 

*=*£ ±^(£*9) 


come prima si erano ottenute. 

344. Dall’ ispezione di queste radici qualunque sia il mo- 
do co) quale siensi ottenute , si potrà dedurre la seguonte re- 
gola , per ricavarle da un’ equazione completa di secoodo 
grado senza maneggiarla. 

Jn ogni equazione completa di secondo grado ridotta a zero , 
V incognita è uguale alla metà del coefficiente del secondo ter- 
mine deli equazione preso col segno contrario , aggiuntavi , 
per Fun de’ valori , la radice del binomio rappresentalo dal 
quadrato della suddetta metà , e dal termine noto dell' equazio- 
ne col segno contrario , e per l altro valore , toltone questo 
stesso radicale . 

Di modo che , se l' equazione fosse la seguente 
x' -f- 6x — 5 = o 
le sue radici sarebbero 

*= — 3±V(9 + 5) = — 3±\M4. 

345. Risulta anche da ciò che il coefficiente del secondo 
termine di un’ equazione completa del .2° grado, preso col se- 
gno contrario, sia quanto la somma delle sue due radici :• che 
però non avendo luogo un tal termine nelle equazioni pure 
debbano in queste le sadici essere uguali c di segno con- 
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trarlo ; come per altro dimostratalo , ne' due casi , la sem- 
plice ispezione di esse . Ed in oltre dal §. 76. combinato 
con la regola precedente risulta , che il terzo termine sia 
quanto il prodotto delle due radici dell' equazione . Di fatti 

+V(f T.)X*t-*(f-0)-f -f 

346. Che se le cose precedentemente dimostrate concer- 
nenti la natura delle equazioni di 2” grado si volessero sta- 
bilire direttamente , senza dedurle dalla loro risoluzione, si 
consideri il binomio *’ db px , cioè il prodotto x (x db p) ; 
sarà chiaro essere il medesimo suscettivo d’ infiniti valori , 
o espressioni di valori , secondo che se ne attribuiranno al- 
la quantità indeterminata x , supponendo determinata V al- 
tra p. Ma se poi ad esso aggiungasi la condizione di dover 
pareggiare una quantità data q , si vede che quello perden- 
do lo stato d’ indeterminazione , possa per la condizione ag- 
giunta aver solamente luogo per dati valori della x. 

347. Or suppongasi l'un di questi valori rappresentato da 
et, sicché con la sostituzione di a alla x diventi effettivamente 

a{a ±p) = q 

sottraendo questa uguaglianza dalla 

± P) = ( 1 

si avrà 

x’ — a’ + p (x — a) = 0 
cioè , dividendo pel fattore comune x — a , sarà 
x + a ± p ss 0 
ed x s= — (o + p) 

Sicché vedesi che quel valore a , che può rendere effetti- 
vamente il binomio x (x ± p) uguale a q , ne trae seco ne- 
cessariamente l’altro — (a ± />), per mezzo del quale debba 
aver luogo lo stesso pareggiamento . E risulta pur evidente 
esser tali questi due valori della x , che la loro somma pa- 
reggi il coefficiente p della x col segno contrario a quello 
che aveva nel 2* termine dell’ equazione 
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x' ± px ± q — o 

da che risulta di uuovo come nel §. 345. , che il coefficien- 
te del secondo lenitine di un equazione del grado debba 
pareggiare la somma delle due indici di essa , col segno con- 
trario al suo. 

348. Ed essendo 

x' ±px = f q 

cd x = a , o pure = — (a ± p) 

si vede che siccome l’x è un divisore esalto di x' ± px , co- 
si debba essere tanto a , che — (« ±p) un divisore esalto 
di jf.q ■ Or abbiasi pel primo di questi quozienti m, pel se- 
condo n , sarà nel primo caso 

« (x ± p) = q; a m 
ed xdtp=z m 

e nel secondo caso 

— (a ± p) x s= — (a i p)n 
cioè x s= n. 

Sicché vedesi che dal dividere q , ossia il terzo termine 
dell’ equazione , per 1’ una delle radici debba risultarne per 
quoziente necessariamente 1’ altra , ossia che : il terzo ter- 
mine delT equazione sia quanto il prodotto delle due radici , 
come già si era rilevato nel §.345. 

349. Si vede anche da ciò che 1’ equazione di 2° grado 

x' -j- p x -f- q = o 

le cui radici sicno m,n deliba aver per divisori esalti i 
binomi x — m = o , x — n = o , dal cui prodotto debba 
essa risultare 

350. Avendo di sopra osservato (340.), che 1’ equazione 
completa di 2” grado può presentarsi sotto quattro diverse for- 
me , dipendenti da’ segni onde sono affetti il secondo e terzo 
termine di essa , conviene ora indagare quali modiGcazioni 
ciò possa indurre nella natura delle radici della medesima . 
Presa perciò la forinola generale di esse radici , che si è ve- 
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duto essere x = ^ ognun rileva facilmen- 

te , die sarà sempre reale il radicale eli’ è 1’ un de’ termini 
del valore della x , se in esso si abbia -f- hq ; o pure che ri- 
trovandovisi — Uq , sia 4 q < p’. Adunque : 

Un equazione di secondo grado col terzo termine negativo, 
avrà le due radici reali. E queste lo saranno pure reali in caso 
thè essendo positivo quel terso termine , il quadruplo di esso 
sia minore del quadrato del coefficiente del secondo termine . 

Che se in questo caso fosse 4 q = p*, svanirà il radicale, 
e l'equazione avrà due radici uguali e di segno contrario, cia- 
scuna espressa dalia metà del coefficiente del secondo termi- 
ne ; e ciò avviene quando l’ equazione ridotta a zero era già 
uu quadrato perfetto, sicché non v’ era bisogno per risolverla 
dell' ordinario metodo di sopra esposto , ma bastava estrar- 
re da essa la radice quadrala, com' è nel caso dell’ equazione 

\ 

x' ± 2 ax -f — - a’ = o 

che dà all’ istante , con 1’ estrazione di radice , 

• 1 . 1 

x ± —a = 0 ,ed x = q: — a 

351 .Bimane a considerare il caso in cui l’equazione propo- 
sta , avendo il terzo termine espresso da -j- q , sia 4 q > p ». 

In tal caso quel radicale sarà immaginario , c tali perciò 
saranno le due radici dell equazione, c della forma 

r _ =F P ± V ( 4 9 ~ P') V — * 


e quindi i fattori immaginari di quest’ equazione saranno 
p_ V(4?— p') V — 1 

x * 2 = ° 

p + V (4 q — p‘) V — 1 _ 


della forma stabilita nel §. 150. esemp. 11 . 

352. Ritornando a' casi dell' equazione proposta in cui le 

22 
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sue radici sieno reali (350.) , è chiaro , che se la p è posi- 
tiva e maggiore di ^ (p' :p 4q ) , le radici saranno entrambe 
positive ; e se minore di \J(p' :p 4 q) , I’ una sarà positiva , 
l’ altra negativa. Al contrario se la p è negativa , e minoro 
di y/(p' zf. 4^), 1’ una delle radici sarà positiva , 1’ altra ne- 
gativa ; se maggiore di \J(p' zp. Uq') le radici saranno en- 
liamhe negative. Adunque : 

353. Un equazione di secondo grado a radici reali , se ha 
il secondo (crniinc affilio dal segno — , può avere le sue ra- 
dili o tul'e due positive , o una positiva i altra negativa : se 
pei il secondo termine sia affetto dal segno -J- , le radici di 
taf equazione, o saranno tulle due negatine , o luna posili va 
t altra negativa . 

35'*. Ne" cosi però ultimamente considerati le radici essen- 
do possibili , tale è anche il problema cui esse corrispondo- 
no ; e solamente è da avvertire, che le radici negative dino- 
tano che può anche un numero astratto di natura negativo 
soddisfare alle condizioni del problema proposto ; se pure 
la qualità della quislione non indichi chiaramente tale tra- 
sformazione di esse da far corrispondere , come si disse ne* 
problemi di 1“ grado (310. ) , la radice negativa ad una 
condizione inversa del problema ; e ciò verrà rischiarato 
dagli esempi che addurremo . Quando poi le radici sieno 
immaginarie , ciò dinota che il problema d’ onde derivano, 
o cui corrisponde T equazione alla quale esse appartengono 
sia impossibile . 
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CAPITOLO X. 

Un ramo sbozzo solla natura de’ pkoblzki , 

U COKE DINOTATA DALLE LOBO EQUAZIONI. 


355. Fin dal cap. 1 . di questo libro II. si è veduto, che 
I’ analisi algebrica de' problemi conduca per essi ad equazio- 
ni diverse nel grado, la qual cosa verrà sempre piùconfermata 
da quelli che per esercizio de’ giovani risolveremo nel capa- 
tolo seguente. Ed è ormai tempo di loro dichiarare in che sia 
riposta questa essenzial diversità di natura de' problemi, che 
dalla loro equazione caratteristica viene rappresentata; poi- 
ché le eonsiderazioni che oia riescon semplici e chiaro appli- 
candole a’ problemi di 1° e 2" grado è poi agevole estenderla 
a quelli di grado superiore al 2". 

Conseguiremo un si importante scopo dalle considerazioni 
che stabiliremo su i seguenti problemi . 

Problema I. 

356 .Dividere il numero 100 in due parli t una dtllt qvuli 
itia all' altra come 3 a 2. 


S 0 l u z i 0 ne. 


Dinotando con x 1’ una delle parti , 1’ altra verrà espressa 
da 100 — x , e per la condizione del problema starà 
a : 100 — a: :: 3 : 2 
quindi 2x = 300 — 3x 

ed x = 60. 

Osiervazione. 


357. Riflettendo sul problema, e sul modo tenuto in risol- 
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vedo si scorge subito, che con essersi designata per x la par- 
te maggiore , non possa questa risultare che in un solo mo- 
do , e di una sola quantità , e però che doveva venire dino- 
tata da un’ equazione del 1° grado. E per la stessa ragione 
se si fosse dinotala per x la parte minore , cioè quella che 
doveva corrispondere al conseguente 2 della ragion data , 
l’equazione che l'avrebbe dinotata sarebbe stata 
3x s= 200 — 2x 

ed x = 40. 

Che se si fosse indicata per x la semidilferenza delle due 
parti , sicché l’una di esse venisse espressa da 50 -f x, l’ al- 
tra da 50 — x , 1’ equazione al problema sarebbe risultata 
5x = 50 , ed x = 10 

e però sempre del 1“ grado , poiché la quantità che cercasi 
non può essere che una sola , ed in un sol modo espressa. 

Problema 11. 

358. Dividere il numero 100 in due parli, sicché il loro pro- 
dotto pareggi 1600. 

Soluzione. 

Dinotando con x 1’ una delle parti , c però con 100 — * 
1’ altra , si avrà pel problema la seguente equazione 
lOOx — x‘ = 1G00 
che risoluta dà per la .r due valori , cioè 
x = 80 , x = 20. 

Osservazione. 

359. Questo doppio valore della x , cioè la doppia solu- 
zione che può riceverò il presente problema , dipende , co- 
ni' è chiaro , dal non essersi nell'analisi potuto indicare quale 
delle parli si esprimesse con x cioè se la minore , o pur la 
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maggiore . Sicché 1’ analisi del problema doveva indifferente- 
mente offrirne sì 1’ una che 1' altra. 

E lo stesso sarebbe avvenuto se per la x si fosse dinotata 
la semidifferenza delle due parti , nel qual caso 1’ equazione 
sarebbe stata . x' = 900 

cd x = ± 30 

dovendosi con ciò avere ad un tempo ciascuna delle parti ; 
T una delle quali si ottiene con aggiugnere alla metà di 100 
il 30 , l’ altra col toglierlo. 

Probleu* III. 

300. Posto chela luce la quale di/fondesi da un corpo lu- 
minoso decresce d’ intensità a misura che cresce il quadrato 
della distanza dal corpo che la diffonde. Si vuol rinvenire quel 
punto nella distanza a tra’ due corpi luminosi A , B delle in- 
tensità rispettive m , n , ove le attività di loro luce divenga- 
no vguuli. 

Soluzione. 


A C B 

.Sia C un tal punto, e la BC distanza di esso dal corpo lu- 
minoso B dell'intensità minore n si dinoti per x ; verrà 1’ al- 
tra distanza AC di quel punto dal corpo luminoso A dell’ in- 
tensità m espressa da a — x . ET intensità della luce di A 

nel punto C sarà espressa da - — , quella di B da ~ . 

Ma queste si vogliono uguali in tal punto . Adunque l' equa- 
zione al problema sarà 

»» » 

(o — x)‘ x‘ 

che convenevolmente ridotta diverrà 

2nax na‘ 



>74 


analisi algebrica 


\/ mn 


che risoluta ilari 

na j. 

x = — ± - 

m — n m — n 
Ed è chiaro che essendo m>n, sari \Airn >n,e quindi l'uà 
di quelle radici sarà positiva , V altra negativa. 

0 1 s erv a si o n e. 


.B. 


La radice positiva 




m — n m — » 

dinota la BC, e quindi assegna il punto C tra i due corpi In* 
micosi A,B ov'essi illuminano ugualmente : ma come che ciò 
dee ancora avvenire in un altro punto della AC prolungata 
dal verso B ; un tal punto C' , che nel caso che il problema 
si fosse così proposto rinverrebbesi con la stessa analisi , ri- 
sulta definito dalla radice negativa 

na a , 

x = — V mn 

m — n r» — n 

Di fatti risolvasi il problema per questo caso , ponendo cioh 
BC' = x, ed AC'=a +x sarà l’ intensità della luce di A in C 

espressa da ; — — — , e quella di B, anche in C', da — , « 
{a + x)’ *• 

T equazione al problema si troverrebbe essere 

2nox no* 


x’~ 


che risoluta darebbe 


m — n 


ove del pari che si è invertita la supposizione per la x, sup- 
ponendosi il punto C' nella AB prolungata, si veggono anco- 
ra invertite le radici , corrispondendo la positiva di ora alla 
negativa di prima, e la negativa alla positiva dal primo caso. 
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E per maggiormente render manifesto il fin qui esposto , 
suppongasi la distanza AB de’ due corpi =100 palmi , la 
m = 4, « = 1, cioè che la luce del corpo A sia d’ intensità 

quadrupla di quella di B , si avrebbe \mn = 66^- 

m — » & 

e toltone — — — = - = 33 —, risulterebbe la distanza 

m — ri o o 

1 1 

BC = 33 -g- , e però la AC = 66-^-. Quindi la luce del cor- 


po A in C sarebbe espressa da , 


-preci- 


c4v n 33 4v 

semente quanto quella del corpo B nello stesso punto C . 

Al contrario 1 altra radice negativa da corrispondere , co- 
me si è detto, al punto C', essendo espressa da a (-■ ^ m - ^ 

\ m — n S 

eie nel caso presente diviene 100 , e però AC' = 200. Sic- 
ché 1 attività della luce di B in C' si trova essere ^ 

e quelle di A espressa da — — ? — - ^ 

, „ . 200* 2M00* 100’’ e P 6 ™ 

ugnale alla prima. 

E la stessa verifica avrebbe luogo nel caso che si fossa 
trattata 1 analisi del problema nel secondo modo di sopra 
tenuto , cioè andando direttamente in cerca del punto C' . 

361 . A maggiormente comprovare l’assunto; poiché la 
presente equazione concede l’ abbassamento al primo grado, 
potrà di leggieri vedersi come vi bisognerà separatamente 
ciascuna delle surriferite equazioni per avere la soluzione 
rappresentata in ciascun de casi dalla sola radice positiva . 

362. Prendasi di latti la prima delle equazioni ottenute , 


cioè 


m 

n 

(e— *)’ 

** 

n 

s — 


m 
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e quindi 


che estraendo la radice diviene 

x __ V* 

a — x \Jm 

o\]n 

\J wj -}- \J n 

...... ... 100 „ 4 

ove sostituiti 1 valori in numeri diviene x = — jp = 33 j. 

Al contrario dall’ altra 

m n 

T' 


cioè 


ai ba 


(o + x)' 
X * 

(«+*)■ 

x 


n 

tu 

v» 


a -j- x y/m 
che , co’ valori rispettivi di a , m , n dà 

a V n ... 

* = _ — X — r =100 
ym — y« 

il qual valore della AC' risolve il problema per questo solo 
caso , cioè come se fosse stalo proposto semplicemente per 
rinvenire il punto C' nel prolungamento della AB, ove i cor-' 
pi luminosi A, B di diverse forze diffondono la stessa luce. 

363. Ed a rendere sempre più manifesta la corrisponden- 
za del grado dell’ equazione ad un problema con le soluzio- 
ni che esso può ricevere osservisi , che supponendo uguali 
le attività della luce de’ corpi A , B , non possa aversi altro 
punto di uguale illuminazione di essi, che il solo medio del- 
la loro distanza AB, e però che il problema non possa rice- 
vere se non uoa sola soluzione . E di fatti corrispondente- 
mente in questo caso 1’ equazione : 


diviene 


(o 

a' 


x)' x* 
- 2ox = 0 


cioè di 1* grado , dando per la * il solo valore 
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Problema IV. 

304 .Due contadine portano a vendere 100 uova nell' insie- 
me; ma la prima ne ha più della seconda ; e pure ne ricavano 
lo stesso denaro . Or la seconda dice alla prima , se avessi 
io avute le tue uova ne avrei cavate grana 45 , e questa le ri- 
sponde se io avessi vendute le lue ne avrei tratte sol grana 20. 
Si vuol sapere quante uova aveva ciascuna. 

Soluzione. 


Pongasi x il numero delle uova della prima ; sarebbero 
100 — x quelle della seconda . Or questa se avesse vendute 
le uova della prima al prezzo delle sue ne avrebbe cavato 
grana 45. Adunque il prezzo di ciascun uovo per questa è 
45 

stato — ; ed al contrario il prezzo di ciascun uovo della 


prima sarebbe 


20 


100 — x 


; e però tutte le uova della secon- 


, , , , , , 45(100 — *) 

da hanno dovuto produrle il valore , mentre il 


prodotto di quelle della prima ò stato 


x 

20 * 


quali va- 


100 — *’ 

lori essendo uguali produrranno la seguente equazione al pro- 
45(100 — x) 20r 


blema 

cioè 


x 100 — * 

45(100 _*)’ = 20*’ 
o sia 9(10000 — 200* + *’) = 4x‘ 

che risoluta darà per * i due valori 
* = 60 
* = — 300 

Vale a dire che poteva la prima delle contadine aver portate 
60 uova , c V altra 40 ; o pure la prima averne portale 300, 
e la seconda 200 , cambiando però la condizione di somma 

23 
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100 delle uova in differenza 100 di esse. £ di fallì sarà fa- 
cile verificare il problema con que’ due numeri , cioè con 60 
uòva c 40 , o pure con 300 c 200 , modificadonc l’ enuncia- 
zione nell’ anzidetto modo. 

365. Ed era necessario che ciò si avvertisse , da valere 
ancora in tanti altri casi ; poiché da distinti analisti si suole 
in questi essi rigettare la radice negativa , come inammissi- 
bile , contraddicendo manifestamente ed alla natura del pro- 
blema , ed a ciò che per la radice negativa ne’ problemi a- 
ritmetici di 1” grado è Stato stabilito , ed a’ risultamenli e- 
sntti e generali che dà 1' analisi algebrica : la qual cosa se 
era condonabile a' primi analisti italiani , che dissero im- 
passibili le radici negative de' problemi , e perù le rigeltaro- 
rono 14 , non doveva allatto passarsi sotto silenzio nello stato 
attuale dell’ Analisi algebrica. E decsi ancora avvertire , che 
per tal modo si verrebbe a stabilire Hna diversità tra i ri- 
sultamenti geometrici ile' problemi , che possonsi sempre 
costruire sieno positivi, sieuo negativi , e quelli de’ proble- 
mi aritmetici. 

366. Ed avvertasi ancora, che 1’ equazione ad un tal pro- 
blema poteva pure maneggiarsi come quella del problema 
precedente riducendola a 

( 100 — x)' _ 20 4 

*• “ 45 “ ¥ 

dalla quale, estraendo la radice da ambo i membri avrebbesi 
400 — 2 _ 2 
' x ~ 3 

367. li noterò anche a questo proposito , che quando in 
problemi di simil fatta sembri diflicilc.o si trovi strano 1 uso 
della radice negativa, e che convenga però rigettarla pel ca- 
so proposto , a ravvisarne la genuinità conviene dare al pro- 


11 Veggasi il discorso preliminare . 


Digitized by Google 


dementare 


1 79 


blema la {orma generale ed astratta , da togliere ai risulta- 
mento negativo quell’ aspetta paradossale che sembra appa- 
rentemente avere. 

Così nel caso presente , per nou produrre altri esempi , il 
problema si avrebbe potuto trasformare nell’ altro astratta : 

Dividere il numero 100 in due parti , tali che il quadralo 
dell' una stia a quello deir altra come 45 a 20. 

Nel qual caso si vedrà la soluzione negativa corrispondere 
al problema affitte di : 

Accrescere il numero ZOO di tal quantità , sicché il qua- 
dralo di questa stia a quello della medesima insieme cui nume- 
ro 100 , come 20 a 45. 

0 ancora enunciandoli complessivamente . 

Assegnare un numero , che sottratto o aggiunto a 100 dia 
tal differenza o somma, che il quadrata di questa stia a quello 
del numero cercato come 20 a 45. 

368. Vi sono però de' casi ne’ problemi aritmetici ne’ qua- 
li la radice negativa conviene rigettarla ; ed’è quando essi* 
corrispondono a’ problemi geometrici ove quella risulta dalla 
costruzione ; poiché iu questi ha luogo il sito , che alle 
quantità aritmetiche assolute allatto non si appartiene. 

Così proponendosi a ritrovare tra due numeri a , b il me- 
dio proporzionale geometrico, tara esso dinotato da ± \J ah-, 
ove trattandosi di numeri non potrà farsi uso che della sola 
radice positiva -f ab . Ma la soluzione algebrica essendo la 
stessa sì pe’ dati aritmetici, che pò geometrici, cioè sì pe’nu- 
meri , che per le rotte, non poteva il risultamenlo per 1' mia 
esser diverso da quello per l’ altra, o però. doveva apparirvi, 
ancora la radice negativa, la quale nella costruzione geome- 
trica del problema esprime 1’ un ordinata del cerchio , cou 
cqì costruisccsi un tal problema , opposta all’ allra. 

Intanto di questo argomento può per ora bastare quanti» 
se n’ò detto, serbando il complemento di esso alle considera- 
zioni su’ problemi geometrici delle quali c ampiamente trat- 
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tato nell’ Invenzione geometrica “ , e nelle dissertazioni inse- 
rite nel voi. I. degli Ojittscoli matematici. 

E per dire anche qualche cosa delle radici immaginarie , 
che come si è veduto indicano l' impossibilità del quesito di- 
pendente da’ dati , o dalle condizioni proposte, che nel pri- 
mo caso può correggersi modificando quelli , e quindi aver- 
si per un' impossibilità relativa, giacché la grandezza de’ da- 
ti non cambia il problema ; nell’ altro caso modificando una 
condizione del problema, nel qual caso cambiandosi il pro- 
blema in un altro , l ’ impossibilità era assoluta pel proposto. 

Un esempio del primo caso 1' offre il problema : 

Dii idcrc il numero a in due parti , sicché il loro prodotto sia A’, 
le cui radici, procedendo in risolverlo nel modo che si è te- \ 
nulo nel problema II. (358.) , sono indicate da 
a ± V («' — AA*) 

2 

c perù reali, c quindi possibile il problema finché 4A’ ^ a’ , 

o sia A^^- , nel qual caso il prodotto delle parti del numero 

diventando massimo (lr.El.ll.) , si vede bene che al di là di 
lai supposizione il problema debba risultare impossibile ;il che 
viene indicato dal \J( a’ — AA* ) , che si fa immaginario . 

3fi9.L’ altro caso d'impossibilità assoluta potrà osservarsi 
nel seguente 

Problema V. 

370. Rinvenir due. numeri , tali che la loro somma , il loro 
prodotto, c la somma de loro quadrati sia la stessa. 

Soluzione. 

Indicando con x , y i richiesti numeri , si avranno le se- 
guenti equazioni al problema 

31 Di questo trattato uè slata gii pubblicata la prima parte. 
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1 * x+y=sxy 

li* * + j = a* +/ 

dalla I a delle quali presa l’ espressione della y nella a , e 
sostituendola nella 11*, si ha , dopo le convenienti riduzioni 
*’ — ■ 3a + 3 = o 

che risoluta dà 


e quindi 


_ 3± V— 3 


3^-3 

7 ~ 2 


i quali valori delle a , y , sebbene sembrino due per ognu- 
na , pure uon ne rappresentano che un solo , scambiandosi 
pel segno l’ un valore dell’ una incognita con quello dell’ al- 
tra sempre contrario. E volendo di fatti verificare il proble- 
ma co’ seguenti valori di a , y , cioè 

3 + V— 3 • 3 — V— 3 

2 ’ 7 2 


si ha 


3+V — 3 t 3—\f — 3 G 0 

— + —= -2 =3 

3+V-3 w 3-V-3 _ 9+3 _ , 

2 X 2 ' 4 


/3+V-3V, /3-V-3Y 9+6 V-3+9-6 V— 3-C _ 12 _ , 

(—*-; + i t- 3 - 

Da che si vede, che le espressioni algebriche ottenute sod- 
disfino al problema , sebbene questo sia di sua natura impos- 
sibile. Imperocché essendo 

a’ +/ = xy 

si avrà , togliendo di comune “Ixy 

*’ — 2aj+/=— xy 
e quindi a — y = ± \J — xy 

vale a dire la differenza tra due numeri clic suppongonsi rea- 
li espressa da una quantità immaginaria. 
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In questo caso risultando 1* impossibilità dalla condizione 
del problema sarebbesi potuta distruggere cambiando tal con- 
dizione nell’ opposta, e cercando però che invece della som- 
ma -f y’ = xy fosse la differenza x' — y’ = xy . Nel 
qual caso risolvendo il problema si sarebbero ottenuti per le 
* , y i valori reali 

3 ± V 5 

*=— 2 ~ 

1 ± V 5 

co’ quali presi o co’ segni superiori , o eoa gl’ inferiori si 
soddisfa al problema. 
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CAPITOLO XI. 

Alcuni problemi aritmetici di secondo grado. 


37 1 . Per adempiere allo stesso scopo indicato nel princi- 
pio del cap. tu (309.) , recherò qnì un numero di proble- 
mi del 2“ grado , da’ quali , come pur ivi mi proposi , cer- 
cherò trarre non solo rischiaramenti alle dottrine preceden- 
temente esposte ; ma ancora qualche nuova regola per più a- 
deguatamente risolverli . 

Problema I. 

372. Si cerca un tal numero, che il prodotto di esso accre- 
sciuto di 5 , per lo stesso minoralo di 5 sia uguale a 96. 

Soluzione. 

Sia x il numero cercato : 1' equazione al problema sarà 
(x -b 5) (x — 5) = 96 
cioè x’ — 25 = 96 

x’ = 121 

ed x = ± 11 

Sicché ad un tal problema soddisfa il numero -f 11. Di fat- 
ti essendo 11-f-5 = 16,ed11 — 5 = 6, si trova che il 
prodotto 16x6 = 96. 

E siccome la natura di un prodotto positivo è tale , che 
esso può risultare anche da due numeri negativi per fatto- 
ri (44) ; perciò l’ equazione al problema doveva anche com- 
prendere questo caso. Di fatti 1’ equazione ad esso risoluta 
ha dato 1' altro numero — 1 1, col quale si ha, per un de’fat- 
tori del prodotto 96 , — 1 1 -f 5 = — 6 e per l’ altro 
— Il —5 = — 16. 
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Problema 11. 


373. Alcuni negozianti stabiliscono un agente per un loro 
commercio in società , con la condizione tra essi , che ciascun 
associato contrilniisca tante volte 4 0 scudi , guani 1 è il loro 
numero. Il profitto dell' agente è fissato a due volte tanti scu- 
di per 400 , quanti sono gli associali ; e molliplisandosi la 


4 

400 


parte del suo guadagno totale per 



ne risulterà il 


numero degli associali. Si dimanda qual sia un tal numero. 


So luzione. 


Sia questo numero = x 5 e poiché ciascun associato ha 
somministrato lOx , il capitale intero sarà = 10x’ . Or per 
ogni 100 scudi l’ agente guadagna 2 x ; il suo profitto è duu- 

que-px 3 pel capitale 10x’ . La parte di questo gua- 

1 , . . . „ 2 . . 20 

dagno è x J , che moltiplicato per 2 -g- , cioè per -g 

fià ^ r* = — ^ — x J espressione che dovendo pareggiare il 
4500' 225 r 

numero x degli associati. Si ha quindi 1 equazione 
1 




■X = X 


ossia 


x 5 = 225x 


la quale sebbene sembri apparentemente del terzo grado; pu- 
re perchè si può dividere per x si riduce subito ad 


ed 


x* = 225 

x = ± 15 


374. La prima di queste radici cioè + 15 soddisfa al pro- 
blema, e dà il numero che cercavasi degli associati, ciascun 
de’ quali ha perciò contribuiti 150 scudi . L altra — 15 è 
un numero negativo , che soddisferebbe al problema, se fos- 
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sé «tato proposto in numeri astratti ; ma trattandosi di na 
numero di uomini associati , la radice — 15 niente signifi- 
ca, e quindi si trascuia. 

P B O B L E M A III. 

375 . Ritrovare due numeri la differenza de’ quali tia a, e'I 
prodotto A’. 

Soluzione. 


Sia x il minore de’ numeri cercati, l’altro di essi, il mag- 
giore, verrà dinotalo da r -j- a, e I loro prodotto da ar'-j- ax. 
Quindi 1’ equazione al presente problema sarà 
x' -f- ax = A’ 

che risoluta (342.) dà 

_ — a ± \J (a’ -p. 4A’) 

*“ 2 


de’ quali due valori della x 1' uno è positivo , 1’ altro negati- 
vo ; ed il primo si vede chiaramente che soddisfi al proble- 
ma , ma non ben si comprende 1’ uso dell’ altro , che però 
pur soddisfa all' equazione d onde deriva. 

376. Per venire in chiaro di ciò, riflettasi che la supposi- 
zione fatta di .r come il minore de' numeri cercati è stata ar- 
bitraria , potendosi egualmente indicar con x il maggiore di 
essi, nel qual caso l equazione al problema sarebbe stata 


e la 


x' — ax — A’ 
a ± V (a* + 4A*) 
= 2 


Or questi valori della x sono identici a quelli ottenuti con 
la prima supposizioue fatta di x pel minore de' numeri cer- 
cati , ma inversamente presi ; di tal che il primo di questi 

a + V( fl ’ + 4A’) . , ... ... . 

cioè x = — ' — — e lo stesso che il secondo dt quel- 


li col segno cambiato ; e similmente il secondo di questi cor- 
risponde al primo di quelli col seguo contrario. Si vede da 
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«iò ebe il secondo risullamento negativo nelle due soluzio- 
ni , non sia altro che la correzione della supposizione arbi- 
traria già fatta nel cominciar la soluzione , indicando quel 
segno, cbe debbasi cambiar tal supposizione nella contraria ; 
ed allora la quantità cui è proposto divien positiva , cioè 
soddisfa al problema presa col segno contrario a quello cbe 
risolta dall’ equazione. 

377. Quantunque dell’ eliminazione tra equazioni compo- 
ste debba trattarsi altrove a disteso , non ho stimato però 
sconvenevole recar qui qualche problema che conduca a sif- 
fatte equazioni , che l’ eliminata di esse possa facilmente ot- 
tenersi con metodi particolari assai ingegnosi , e degni di 
essere attentamente considerati, tanto più che già si trova dà 
ciò dato un esempio nel §. 370. Per tal modo i giovani si co- 
minceranno di buon’ ora ad aguzzare 1’ intendimento per gli 
artifizi di analisi , che convenevolmene adoperali possono con 
vantaggio guidarli alla ricerca de valori dell incognita . 

Pioutit IV. 

378. Ritrovare tre numeri , dati i tre quozienti che nate*» 
no da nascun prodotto di due di essi diviso pel terso. 

Soluzione > 

Sieno it,6,c i tre quozienti dati, e s' indichino per x,y,% 
i tre numeri cercali; avranno luogo le tre seguenti equazioni 
al problema 

!• = o li* — = A , III* 2f = c . 

s y X 

Dalle quali equazioni si avranno, moltiplicandole due a due, 
le altre tre seguenti , 

IV* x' = ab V» y' ~ ae VI* i‘ = be 

cioè * = ± \J ab y *= ± ^ ae ; t= ± \J Sa 
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379. Sebbene veggansi i valori delle tre incognite contras- 
segnali dal doppio segno , è però chiaro , che volendo at- 
tenersi al richiesto nel problema , convenga dar loro il solo 
segno -{- ; poiché non v’ha quantità assoluta negativa (25.). 
Che se però vogliasi più astrattameole considerar la cosa , 
e però tener conto eziandio del valor negativo di ciascun 
di tali numeri non possa mai prendersi ad un tratto il se- 
gno — per essi ; ma che debban due aver sempre lo stesso 
segno , sia positivo > sia negativo. 

Fioiust V. 

389. Ritrovar due numeri eisendo data la somma de loro 
quadrati , e ’l loro prodotto. 

Soluzione. 

Sia quel prodotto espresso da 6’ , e da a’ la somma de' qua- 
drati de’ numeri richiesti , che dinolinsi per x, y \ si avran? 
no le due condizioni del problema espresse dalle segueuù 
equazioni 

1* x' -p y‘ — a' 

11* x y — L' 

« però 2 xy — 2b‘ 

•quazione che 1 sommata una volta , ed un’altra volta sottrat- 
ta dalla 1* darà le due altre Hl a e IV* 


III* 

*’+ 2 Xj+y' — a' +24’ 

cioè 

(* +/)*=«• + 24* 

td 

*+/ = ±V( a ’ + 24') 

IV* 

x' — Ixy -f- y‘= a* — 24* 

cioè 

(x —y)' = a' — 24’ 

«d 

* — y — ± V («* - - b ") 


F. sommando una volta I* espressioni di .r 4 ' y > 1 — J > ed 
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una Tolta sottraendo questa da quella si avrà finalmente 

± V («’ + 2V) ± V ( a' — 2 b') 
x _ - 

± V («■ + 2A-) tp V ( «* — 2i*) 

' = 2 

che sono i numeri cercati . Ed essi , come Tedesi , sodo gli 
stessi per le x, y, ma con varia combinazione di segni, come 
doveva risultare ; poiché non rilevandosi dalla soluzione del 
problema qual de’ numeri s’ indichi precisamente per x, qua- 
le per y , debbe il risultamento di esso esser tale da poter i- 
scambiar 1’ uno nell’ altro ■ Se non che , come si è dello , 


prendendosi 


+ V(o- + 2i’) + V(q‘- U') 

2 


deve risultare 

7 2 

e viceversa . Sicché comprcndesi , che sebbene vi appajano 
pel segno -f del primo radicale due valori per la x , e due 
per la y ; essi non sono però che un solo per l’ una , ed un 
solo per I’ altra . 

381. E similmente si vedrebbe scambiarsi 1' uno per l'al- 
tro i valori della x c della y , prendendo il segno — del pri- 
mo radicale , e combinandolo col segno ± del secondo. Nel 
qual caso peiò i numeri richiesti risultano negativi. 

382. Che non possa poi combinarsi un de’ primi valori 
della x con uno de' secondi della y, si rileva dal vedere che 
risultando I’ un positivo I altro negativo, il loro prodotto 
sarebbe negatilo (45 ) , mentre si è supposto essere -f- 4’. 

383. E da queste considerazioni risulta confermata al pre- 
sente problema la natura di 2* grado, eh’ è quella che le ap- 
partiene . 
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Problema VI. 

S84. Ritrovar due numeri , de' guati sia nolo il prodotto , 
« la differenza de’ loro quadrati. 

Soluzione. 

Chiamando «' la differenza di que’ quadrali , c 4’ il pro- 
dotto dato ; le equazioni al problema saranno 
I* x' — y' — a' 

II» x y = 4* 

e moltiplicando i termini della seconda , per 2\J — 1 e poi 

sommandola alla prima , si avrà 1' equazione 

IH* x' —f -f 2xy V— 1 = a' + 2b'\J — 1 
cioè (* + r V— 1)* = a* + 24’ V— 1 

cd * +/ V— 1 = ± V («’ + 24’ v_ 1 ) 

Similmente si sottragga la 11» equazione apparecchiata nel 
sopraddetto modo dalla I», si perverrà ad avere la 
IV» *— y V— 1 =±\/(o’ — 24’ V— 1 ). 
Adunque sommando una volta le equazioni HI* e IV* , ed 
p ’ altra volta sottraendola IV* dalla HI* , e dividendo il 
primo risultamento per 2 , e ’1 secondo per 2 \] — 1 , si avrà 

W + 24’ V - 1) + V («* - 2** V- 1) 

X = - 

2 


yf ( a ' ■ + 24’ V — 1) — («’ — 24’ V- 1) 



E questi valori di x, y sebbene in forma d’ immaginari, sono 
però reali , come si rileva dal §. 216 , e vi ha anche casi , 
ne’quali da ciascuno di que’ binomi sotto il seguo radicale si 

’ 6 Untai ripiego si presenta subito agli occhi di chiunque conosca 
la forma trinomia del quadrato di un binomio con un termine imma- 
ginario , come ae -f- y V — 1 • 
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può estrarre la radice , come in appresso sarà mostrato. 

385. Chiuderò il presente capitolo di esercitazione per U 
equazioni di secondo grado, con dimostrare la forinola di Hal- 
ley, di cui si è fatta parola nello scol. al §.213. 

Volendo estrarre per approssimazione la radice n dal bi- 
nomio x* ± a , è chiaro che tal radice dovrà esser espressa 
da x± p indicando ± p la quantità da accoppiarsi alla radi- 
ce n della x" , allorché questa quantità vieoe accresciuta, a 
diminuita di a . 

Or essendo x ± p = \J (x" ± a) 

e quindi (x ± p) n = x* ± a 

si avrà sviluppando la potenza n (190.) del bioomio x 4 p 

x’inx— ’ p + x'-’p* =x* ± a 

E supponendo la p si piccola, che si possano effettivamen- 
te trascurare tuli’ i termini ove essa incontrasi a potenza 
superiore al quadrato 57 , si avrà , cancellando 1’ x* ne' due 
membri della precedente equazione , 
n(n— 1) 

± nx*-‘p + - —x"~ p'— ± a 

la quale equazione ordinata per rapporto a p come incognita 
sarà la seguente ; 

• x- V* — -i- 2g 

P * 1.-1 ~ (n*— «)x ~ • 

che risoluta darà 



*’ Le quantità 1. p . p\ p* . . . p* essendo in continna proporzio- 
ne no segue ; che so p sia piccolissima rispetto all' unità , debba esser 
p* piccolissima rispetto a p, p* rispetto ap',e cosi sempre per le sus- 
secutive potenze . Adunque si vede . che secondo un dato grado di ap- 
prossimazione che si voglia , si possano trascurare nella forinola dello 
sviluppo di ( x -f- p )* le potenze di p da un tal grado io avanti , coma 
nel presente caso si è supposto dal secondo in poi . 
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ove >t Tede chiaramente , che i segni superiori debbano arer 
luogo allorché nella forinola proposta l’ o è positiva, gl’ in- 
feriori se negativa. E da ciò risulterà generalmente 

*-*•>-£?*+ V Cray 

nella qual forinola il radicale che vi si comprende è quadra- 
tico, e di esso il primo termine è un quadrato perfetto , e ’1 
secondo è una frazione tanto più piccola, quanto più piccola 
da principio erasi stabilita l ’ a in paragone della x. 

386.LHalley, nella sua memoria da noi citata nel §.213, 
non recò intorno al presente argomento che semplicemente 
alcune forinole particolari , avendo a dirittura taciuta la for- 
inola generale soprindicata , dopo 1’ esposizione della quale 
sarà ben fatto dare qui appresso alcuna di quelle 


V(* 5 

± 

°) — 

X 

T 

+v(t* 

-&) 

V(x< 

± 

a) = 

X 

T 

+vCt*- 

-Ù-) 

V(x» 

± 

«) = 

X 

X 


•) 
10x l / 

VC* 4 

± 

a) = 

X 

T 


a ) 
iòx*y 

V(*’ 

± 

•)■=* 

X 

"6 

+ ' , C5* 

—) 

2lxV 


E sarà facile il procedere innanzi nella composizione di 
queste forinole particolari , senza né anche eseguire la sosti- 
tuzione del valore di n nella forinola generale , rendendosi 
chiara la legge con coi procedono i termini di ciascuna for- 
inola particolare, ed i coefficienti de’ medesimi ; ove si av- 
verta soltanto che quelli del secóndo termine del binomio 
sotto al segno radicale sono la somme continuata de’numeri 
naturali 1 , 2, 3, 4, ec. fino a quello ch'è dinotato in ciascun 
caso da « — 1 , cioè , come sarà detto in appresso , sono 
i numeri triangolari. 
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CAPITOLO XII. 


» 9 * 


Delle equazioni biquadratiche. 


387. Dep.xit.Co1 nome dì equazioni biquadratiche *’ inten- 
de una specie la più elementare delle equazioni derivative , 
dette proporzionali da’ primi geometri italiani’*, nella quale 
si perviene a risolverle mediante una doppia successiva o- 
strazione di radice quadrala. 

La loro forma è assolutamente analoga a quella del 2* gra- 
do , avendo tre soli termini, de' quali il primo tiene l’ inco- 
gnita al 4* grado , il secondo al 2" grado , con qualunque 
coefficiente , e ’l terzo l'è il termine nolo , come la seguente 
x * -f- px' -}- q = o. 

388. Procedendo per tale equazione nel modo stesso che 
per quelle del secondo grado, cioè trasportando nel 2* mem- 
bro la quantità nota q , e tentando 1’ estrazione di radice da 
x* -f px’ si vedrà , che a completare il quadralo di questo 

_ i 

binomio-manchi , cioè il quadrato della metà del coeffi- 


ciente del secondo termine ; e però aggiugnendo tal quan- 
tità a’ due membri dell' equazione si avrà 


0'H)'=£-r 


,. + |- = ±V(£-,) 

quindi *• = — ± V(jr— 9 ) 

ù finalmente maneggiando quest’ equazione come una pura 
di 2° grado si avrà 


” Vedi il diurno preliminari . 
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che potrà ancora variarsi facilmente ne’ segni di p e di q , 
secondo quelli che ne avevano le quantità note p , q dell’ e- 
quazione proposta. Ed avvertendo a questi, ed al valore di 
A q relativamente a p* si potrà di leggieri definire i casi ne’ 
quali i valori della x risultino reali , o immaginari. 

389. E primieramente il terzo termine q dell* equazione 
proposta sia negativo, sicché risulti positivo il \/(p' + A q), 
è manifesto che la quantità ± p -f p’-j- t>q ) sarà sempre 
positiva , qualunque sia il segno di p ; e però risultino rea- 
li i due valori corrispondenti della x rappresentati da 

±\J + vV + 4 g) 

mentre al contrario prendendo come negativo il \/( p’ + A<f ) 
sotto al segno del primo \J , le due radici rappresentate da 

±yj ± P ~ VP*’ + 4< f) 

risulteranno immaginarie. 

390. Che se la q essendo positiva nel terzo termine dell’ 
equazione , si trovi però negativa nel \]{p' — A q ) , conver- 
rà in tal caso riguardare al valore di A q relativamente a p'; 
di tal che essendone minore , continueranno le radici ad es- 
sere come nel caso precedente ; ove siagli uguale , le quattro 
radici si ridurranno a quelle risultanti da 

± V * Y 

e però due di esse rappresentate da 

+ V + ^->° <la + V — 

due altre da — V + "rr s 0 ^ — V — ~r 

X X 

Questa specie di radicali , che nc comprendono altri sotto del «*- 
jno V. come V( a ì V* ). V ( a ì ì W e )• • • dicevansi da ’pri- 
nii analisti italiani universali , 0 legati ; la qual prima denominaiiono 
ancora ritengono , 25 
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e quindi o tutte quattro reali , o tutte quattro immaginarie , 
secondo che sia positiva o negativa, cioè il coefficiente p 

Jé 

del secondo termine dell’ equazione proposta negativo o po- 
sitivo ; ed esse sempre uguali a due a due , e di segno con- 
trario. 

391. Ed in questo caso è ancor chiaro che 1’ equazione 

X* ± px ’ +9 = 0 

riducasi ad 

x'±px' +-^= o 

> ove il trinomio rappresentante il 1 ° membro essendo un qua- 
drato perfetto, non v’ ha bisogno di alcuna preparazione per 
pervenirsi con l’ estrazion di radice all’ equazione 



dalla quale si ha 




392. Finalmente se A q > p' , risultando immaginario il 

p' 4 ^ ) le quattro radici della proposta saranno tutte 

quattro immaginarie 

393 . Ritornando ora al caso di V 0 >’ — A?) reale , si ve- 


de , che il 


V 


+ p + — Ug ) 

2 


risulti reale , in tutt’ i due casi , mentre 1 ’ altro 




«,) 


sia , in tutt’ i due casi, immaginario. E si vede ancora ( te- 
nendo conto del duplice segno che precede il radicale uni- 
versale ) che ciascuna radice reale o immaginaria ne tragga 
seco un’ altra eguale e di contrario segno. 
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394. La risoluzione delle equazioni derivative suddette 
suolcsi anche effettuare nel seguente modo analogo al già 
recato ; ma che indicheremo, poiché uniforme al modo di 
risoluzione che in appresso dovremo tenere per tutte Le e- 
quazioni derivative. 

395. Sia 1’ equazione 

x 4 + px ’ — q — 0 

e s’ indichi la x’ per y, si avrà la .*'* espressa da y' , e però 
con la sostituzione di y', y invece di x 4 , x’ nella proposta , 
essa prenderà assolutamente la forma delle equazioni di 2° 
grado , cioè 

y' +py — ì=° 

clic risoluta (342.) darà 

— p±V(p’ + hq) 

y = 2 

ove riponendo la x* invece della y si avrà 1 equazione pura 
del 2° grado 

_ —p±\l(p' -f 4 g ) 

~ 2 

dalla quale per 1’ estrazion di radice si ha 

x =± P*V (p’-H?) 

in cui la comhinazioue de’ doppi segni polendo eseguirsi in 
quattro diversi modi si verranno però ad avere per la x 
quattro diversi valori, ciascun de’ quali potrà soddisfare al- 
1’ equazione proposta. 

396. E facile vedere, che prendendosi per valori della x i 
due col segno -f del secondo radicale , e moltiplicandoli tra 
loro si abbia 

H-p— y/(p' 4- ^ 1 ) 

2 

e facendo lo stesso per gli altri due col segno — di qiH 
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radicale risulti 

+ /’ + \'(p‘ + ,tr i) 

*» 

e che dalla somma di questi due prodotti risulti -f ■ p , dal 
loro prodotto — q , cioè , elio : 

I.n somma del prodotto delle radici ottenute per C equa- 
zione x 4 -)- px’ — q = 0 , a due a due , prese nel modo indi- 
cato, affinchè in tuli i casi questo risulti reale, si ha il coef- 
ficiente p del termine ov è la x' • c dal prodotto di tutti c 
quattro oltiensi il termine noto q . .. 

Il che si vedrà in appresso consentire con quello clic di- 
mostreremo su lai proposito per le equazioni in generale. 

397.1 seguenti problemi mentre serviranno di convenevole 
esercizio della teorica esposta , continueranno a diffonderò 
maggior luce sulla natura de’ problemi , eh’ è lo più impor- 
tante argomento dell’ Analisi algebrica. 

Problema I. 

398 . Si vogliono due numeri quadrati , la cui somma sia 5, 
e l prodotto ‘f. 

Soluzione. 

Dinotandone 1’ imo per x', 1’ altro sarà 5 — x’ , e 1 loro 
prodottu 5x’ — x 4 , che darà luogo all’ equazione 
x 4 — 5x* +4 = o 
la quale risoluta darà 



dalla quale espressione , combinando i doppi segni ne’ quat- 
tro modi diversi , si La 

x=2 , x = ■ — 2 , x = 1 , x = — 1 

ciascuna delle quali radici soddisfa all’ equazione, ed al pro- 
blema, dando pe’ numeri richiesti 1 c 4. E si vede però else 
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possa il medesimo ricevere quattro diverse soluzioni , corri- 
spondenti nel numero al grado della sua equazione. 

399. Che se l’ equazione a maneggiare fosse stata 

x 4 + 5x* -f 4 = o 

la x sarebbe risultata espressa nelle quattro forme diverse 

x = 2 y — • i, x = — 2 y — i, x = y — i, x = — y — i 

ciascuna delle quali essendo immaginaria , avrebbe indicata 
l’ impossibilità del problema cui corrispondeva quell’ equa- 
zione . 

Di fatti un tal problema sarebbe stato il seguente : 
Rinvenire due numeri quadrati, la cui somma fosse — 5, t'I 
prodotto 4. 

la cui impossibilità è manifesta , mentre non v’ ha numeri i 
cui quadrali possano risultar negativi (44.), e dare però 
luogo ad una somma negativa. 

Da che rimane ancora confermato il già detto ne' §§.368, 
« 370 , per la trasmutazione delle radici immaginarie di un 
problema in reali , con l’ inversione di qualche condizione ; 
come di fatti pel presente, invertendosi la somma — 5, nel- 
1’ altra -f 5 . 

400. E risolvendo il seguente analogo problema : 
Rinvenire due numeri quadrati la differenza de’ quali sia 5, 

e ’l prodotto 14. 

L’ equazione ad esso sarebbe stata 

x 4 ■+■ 5x’ — 14=0 
ed i valori della x i seguenti 

x = ±y 2 , x=±y — 7 
due de’ quali essendo reali , indicano la possibilità del pro- 
blema , e ne danno le soluzioni corrispondenti ; due altri es- 
sendo immaginari ne dinotano 1’ impossibilità ; e pare che 
stabiliscano una contraddizione co’ primi. 

401. A togliere questa difficoltà, nel presente caso, convien 
rammentarsi ciò che fu detto nel §.143 , circa la natura del- 



i q8 analisi algebrica 

la quantità immaginaria , che fu riposta nell* impossibilità 
dell’ operazione che si voleva eseguirò sulla quantità reale 
che vi dava luogo ; di tal che un’ operazione contraria vale- 
va a restituire la quantità reale. Or è noto che può benissi- 
mo un quadrato reale nascere ancora da una radice immagi- 
naria ; e nel problema presente trattasi de quadrati de nu- 
meri che si cercano , e non di essi numeri . Adunque era 
conveniente che V equazione al problema , la quale dee dar 
quelli , e non questi esibisse non solamente i due valori reali 
che potevan loro corrispondere, ma ancora le due espressio- 
ni immaginarie , che davano anche luogo a quadrali reali. E 
con un simile ragionamento , convenevolmente fatto , si po- 
trà trovar via a deciferare lo stesso in casi analoghi di altri 
problemi. 

Problema II. 

402. Ritrovar due numeri il cui prodotto sia 6’, cd a' la som-i 
ma dò loro quadrati 4 °. ' «... 

Soluzione. 

Dinotando 1’ un numero per x, l’ altro verrà espresso da 
— , e per 1’ altra condizione del problema avrassi 

b* 

• 

cioè * 4 — a’ x' -J- 4 4 = o 

d’ onde si ricava 

q _± V a,±V t ^~ A&4 ) 

i quali quattro valori della x risulteranno reali o immagina- 
40 Lo stesso che il problema 5. del cap. prec 
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ri , secondo die sia tale V( a< — 44 4 ) » cioè 44 4 ^a 4 , o sia 
2 b'<a\ 

403. Senza ritornar sulle stesse cose già dette ne’ §§.380. 
e 381, accenneremo che i valori della y sieno compresi nel- 
la medesima formola che dà quelli della x , senza esser bi- 
sogno di determinarli per mezzo dell’ equazione y ss— ; e 


solamente con la permutazione di segni in que’ §§. indica- 
ta : sicché la presente soluzione sebbene sembri offrire quat- 
tro valori diversi per la x , non ne dà realmente che due , 
permutando tra loro i numeri x,y. E per riguardo alle com- 
binazioni in cui questi risultano 1’ un negativo 1' altro posi- 
tivo si vede non doverne far uso , nè corrispondere esse al 
problema , non potendo dalle medesime ottenersi il prodot- 
to b ’ positivo come si è supposto. 

404. Nel modo stesso risolvendosi l’altro problema ana- 
logo già trattato nel §.384, si avrebbe 


, _ ± °’*V(a 4 + w) 

V 2 

sulla quale formola posson farsi le stesse precedenti consi- 
derazioni. 

405. Questi due problemi sonosi qui di nuovo recati non so- 
lo per esercizio nel maneggio delle equazioni biquadratiche , 
e per sempre più comprovare l’immutabilità di natura de’ pro- 
blemi nella corrispondenza tra ’l numero delle soluzioni , 
c 1 grado dell' equazione cui perviensi , ed in oltre per mo- 
strare che in taluni casi se questa alla natura del problema 
non sembra corrispondere , ciò è effetto del non proprio ri- 
piego dall’ analista preso in trattarlo : ma ancora perchè de’ 
risulta menti di essi dovremo utilmente valerci nel capitolo 
seguente. 
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CAPITOLO XIII. 

Deh.' estrazione di radice da’ binomi . 


/,06. Def.xv. Con la denominazione di binomio intendesi 
ordinariamente dagli analisti , ogni espressione (52.) com- 
posta da due termini , V un de’ quali almeno sia radicale 4 \ 
E qui più specialmente trattasi di quelli a radicali quadra- 
tici , e però della forma a ± \/b , V a ± \/b, a ± b \J — 1 , 

a 4:b\J 1 , da’ quali si voglia estrarre la radice quadratica. 

407. L’ occasione di anticipar qui questa parte di tratta- 
zione , che dovrà in appresso esser generalmente esposta , 
1’ ha porta lo scioglimento delle equazioni biquadratiche , es- 
sendosi veduto dar esso sempre luogo ad estrarre la radice 
quadratica da un de’ binomi sopraddetti , il quale in alcuni 
casi può essere il quadrato perfetto di un altro binomio . E 
di fatti lo stesso problema risoluto in un modo nel §. 402. 

ha dato la x = ± ^ 


mentre con la soluzione del §. 380. si era ottenuto 

+ V(a- +2A-)±V(o» — 2AQ 

x ~ 2 

e questi valori della x dovendo essere identici a’ primi, deb- 
bono necessariamente essere ciascun di loro la radice qua- 
drata del corrispondente binomio esistente sotto al segno 
radicale universale de’ primi . La qual cosa potrà ciascuno 
verificare elevando a quadrato questa seconda quantità , da 
che risulterà 1’ espressione esistente sotto al segno V univer- 
sale della prima. 

E potrà anche ciò intendersi dal vedere, che il quadrato di 
un binomio di cui un termine o ancor entrambi sicno affetti 


4 ’ Yedinot. 18 al dite, prclim. 
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del segno \f risulti sempre espresso da due parli , 1' una ra- 
zionale , 1’ altra irrazionale. 

408. Adunque si vede , che se mai a ± ^b sia un quadra- 
to perfetto, la sua radice debbe generalmente avere la forma 
y p ± \/q ; e però tutta la presente ricerca riducesi ad as- 
segnare una regola da conoscere se a ± \Jb sia un quadrato 
perfetto , ed essendolo , come esibirne la radice , che per la 
forma piti generale s’ indichi per \Jx ± \fy . 

409. Or supponendo che sia 

\J(a db \ 'b) = \]x ± \// 
si avrà a + \Jb = x + 2\Jxy -f- y 

il qual pareggiamento non può aver luogo se non sia separa- 
tamente a = x -f- y 

\/ b = 2 \] xy 

poiché in qualunque altro modo si eseguisse , avrebbesi una 
quantità irrazionale espressa da quantità razionali , ossia che 
quella perderebbe la sua incommensurabilità. 

Essendo dunque a = x -(- y 
\J b = 2 \Jxy 

e quindi b = kxy 


si avrà 


x = 


« + V ( «* ~ b ) 


4 > 


v — « — V ( ^ ) 

J 2 


e però affinché le x , y risultino razionali conviene che 
V(o* -*■ b) sia un quadrato perfetto , la cui radice essendo 4, 


sara 


a -f h 

x = — = m 


y - 


2 

a — h 

~T~ 


4 ‘ Nell’ assegnar questi due valori si ò preso il solo segno + del ra- 
dicale ; poiché adoperandosi f altro — essi risulterebbero gli stessi , 
solamente invertendosi, 

26 
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• quindi tiiulltti 

\](a±\Jb) = V m * V«- 

Laoude per conoscere se il binomio a ± V 6 sia un qua- 
dralo perielio, e per assegnarne la radice si arra la seguente 

REGOLA. 


AIO. Si sottragga il quadralo del termine irrazionale del bi- 
nomio da quello dell altro razionale , se il residuo risulti un 
quadrato perfetto , t espressione proposta t è ancor essa . B 
da questo quadrato estratta la radice , si aggiunga e si tolga 
dal termine razionale del binomio ; le radici della metà di taL 
somma , e differenza saranno i termini della radice richiesta. 

All .Ad illustrare una tal regola addurremo i seguenti 
Esempi. 


I* Si vuol conoscere se sia un quadrato perfetto il binomio 

2 + V 3 

e qual ne sia la radice. 


Essendo a = 2 , b ss 3 , sarà a* — b = 1 , ch’fe un nu- 
mero quadrato , la cui radice è 1 = h , e però 1* estrazione 
di radice da quel binomio può ottenersi ; e l' una delle parti 

2+ 1 3 ,, , 2— 1 Jj_. 

di questa sarà espressa da , 1 altra da ^ ^ ’ 


end - è che tal radice sarà 

VI+V4 

11* Vogliasi la radice di 1 + 4 \/ — 3. 

Fatto lo stesso confronto di poc'anzi, ai avrà o* — b =49 
e però V 4 = 2 > e V/ = V ~ 3 ‘ Laonde U radi °* 
cercata sarà 2 + V — 3 

come potrà verificarsi eseguendone il quadrato. 
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111° li binomio di cui vuoiti la radict tia 

-4-+|v-3 

I 3 

Sarà a' — 6 = -^- + -^- = 1,e però A = 1 , «I» radico 

II 

richiesta risulterà — + — y — ■ 3 . 


41 2. Siccome da un binomio della forma 

* +7 V— 1 

elevandolo a quadrato dee risultarne un prodotto co’ termini 
razionali di contrario segno , cioè x‘ e — y ' , così avvenen- 
do che questi sicno uguali , c però si distruggano , quei 
quadrato si troverà in tal caso espresso da un solo monomio 
immaginario . Adunque potrà ancor talvolta saggiarsi se un 
monomio di questa fatta sia un quadrato perfetto , e qual ne 
sia la radice binomia, adoperandovi la stessa regola di sopra 
esposta , sol che suppongasi zero la parte razionale del bi- 
nomio generale al quale quello si paragona . 

Sia di fatti 2 \J — 1 il monomio preposto ; 

sarà o = 0, b — — 4, e però a* — b = 4 , il qual nu- 
mero essendo un quadralo , ne dinota che il sia ancora 
2 \J — 1 . Ed in oltre essendo h = y4 = 2 , sarà y x = 1 » 
e \Jy = y — 1. Adunque la radice richiesta è 

i +y-i 

come potrà verificarsi eseguendone il quadrato 
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CAPITOLO XIV* 
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Delia rnoronziONE e phocbessione aritmetica. 


413. Def. avi. La differenza tra due qoantilà si dice or- 
dinariamente ragione aritmetica , che sarebbe ancor meglio 
detta per differenza ; e tal differenza si dice ancora espo- 
7 tenie della ragione aritmetica. 

414. Def. xtii. Che se due quantità abbiano tra loro la 
stessa differenza che due altre , cioè che 1 esponente della 
ragione aritmetica delle prime sia quanto quello delle secon- 
de , le due ragioni aritmetiche saranno uguali, e tra le quat- 
tro quantità vi sarà proporzione aritmetica . 

Così le due ragioni di a: ad; A, c di l>: bi:d sono ugua- 
li , e tra esse v ha la proporzione aritmetica che ai costuma 
esprimere nel seguente modo 

a : # ± d i : i id. 

415. E nel caso che b pareggiasse a ± d , e quindi b ± d 
divenisse aztQ.d , la proporzione aritmetica sarebbe conti- 
ima , e si noterebbe nei seguente modo 

*.• a : a db d : a ± 2 d. 

416. È facile accorgersi dalla precedente definizione , che 
se i termini di una ragione aritmetica si accrescano, o si mi- 
norino di una stessa quantità la ragione non si alteri ; poi- 
ché la differenza de nuovi termini si conserva la stessa di 
prima . E clic moltiplicandoli o dividendoli per una stessa 
quantità la ragione diventi quel moltiplice,o quella parte del- 
la proposta dinotata da tal quantità. 

Di fatti sia la ragione di 

a : a ± d 

moltiplicandone i termini per n si ha l’ altra 

ji a : na ± mi 
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il cui esponente è nd , eh’ è il moltiplico n dell' esponente d 
della prima ragione . E dividendo que’ termini per « si sa- 
rebbe avuta l’ altra ragione di ~ ~ , ove 1’ espo- 

nente — è la parte — di d. 
n * n 

417. Dovendo una qualunque proporzione aritmetica es- 
sere indicata , come sopra , da 

a : a ± d ••• b : h ± d 

risulta intuitivamente esser la stessa la somma che si ottiene 
da’ termini estremi , che quella risultante da’ termini medii, 
venendo sì l’ una che 1’ altra dinotata da 
a -j- b ± d 

E però : da tre termini di una proporzione aritmetica si 
otterrà il quarto , sommando il secondo col terzo , e sottraen- 
done il primo , o pure , essendo continua , togliendo il pri- 
mo dal doppio del secondo. 

E : dati i termini estremi di una proporzione aritmetica con- 
tinua , si otterrà da essi il medio , sommandoli , e prenden- 
done la metà . 

418. DeF.rvin.Se ad una data quantità si aggiunga, o si 
tolga continuamente una stessa quantità, le somme o differen- 
ze successive costituiranno una scguela di termini aventi sem- 
pre la stessa ragione aritmetica, che dicesi progressione arit- 
metica , o per differenza ; ed essa nel primo caso si dirà cre- 
scente , nel secondo decrescente. 

Tal sarebbe , per esempio, 

a , o ± d , a±2d , a± 2>d 

41 9. Ed è chiaro che la quantità la quale continuamente si 
aggiugne , o toglie , cominciando ad aver luogo dal secondo 
termine in poi , dovrà dopo il numero n termini essere sta- 
la aggiunta o sottratta dal primo termine n — 1 volle ; e 
però il termine « di una progressione aritmetica di cui il pri- 
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no sia a , e la differenza d , dovrà risultare espresso da 
I. 1 = a ± (n — 1) d 

indicando con l generalmente un tal termine <5 . 

420. Si vede , in oltre , che : due termini prossimi di una 
progressione aritmetica debbano costituir proporzione con due 
altri qualunque anche prossimi (414) . Ed estendendo ciò , 
che : due termini di una progressione aritmetica , Ira' quali 
frammezzino uno stesso numero di termini , debbano costituire 
proporzione aritmetica con due altri termini tra quali sia pure 


interposto lo stesso numero di termini che tra’ primi . Poiché 
tante volte si è dovuto aggiugnere o togliere alprimo de’pri- 
mi la differenza, per ottenere il conseguoute.della prima ragio- 
ne, quante volte conviene aggiugnere o togliere la stessa diffe- 
renza dal primo de’ secondi, per passare al suo conseguente. 

421. Ciò posto : vi sarà jrroporzione aritmetica tra il pri- 
mo e secondo termine di una progressione , e il penultimo cd 
ultimo, ed in generale tra i termini estremi di una progressio- 
ne aritmetica , e due qualunque equidistanti da essi. 

422. Adunque se il numero determini sia «,c però essendo 
il primo dinotato da a , l’ultimo il sia da a -f (n — 1) d , la 
somma 2a±(n — \)d di questi sarà quanto quella di due qual r 
sivogliano altri termini della progressione equidistanti da essi. 
E se il numero n fosse impari una tal somma si vedrebbe pa- 
reggiare il doppio del termine medio. Di fatti questo dovendo 

risultare espresso da a + - — ^ d , prendendone il dop- 


pio si ha 2o -p (n — 1 )d. Laonde essendo lo stesso il som- 
mare il primo e 1’ ultimo termine della serie , che due qua- 


41 In appresso prenderemo sempre la d col segno + , cioè la pro- 
gressione come crtscenis ; poiché non solo è manifesta la trasmutato- 
ne di segno nelle (orinole che recheremo , nel caso di — d , cioè che la 
progressiono Cosse decrescente ; ma in questo caso si può adoperare la 
slessa Corniola , intendendo invertita la progressione . e preso per pri- 
mo termine l' ultimo , e per ultimo il primo. 

/ 

» 
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lunqoe equidistanti da essi , e tali somme , considerando il 
medio preso due volte nel caso di n impari , essendo al nu- 


mero —, risulta , che : la somma di tutC i termini della prò- 

Ae 

pressione di cui il primo termine sia a , V ultimo venghi espres- 
so da t , e ’l numero de ’ termini da n debba estere dinotata da 

n. * = (o+o|-. 


423. Or le due relazioni poc’ anzi ottenute , ne’ §§. 419 
e 422 , tra le cinque quantità a, d, t, n, s, cioè primo termi- 
ne a della progressione, differenza d , ultimo termine t , nu- 
mero di essi n , e somma loro s , sono bastanti a determinar- 
ne due , date che siene le tre altre. 

Di fatti dalla 1. si ha 2 , dati a , n , d 
e si avrebbe da /, n, d 

HI. c = t — (« — 1 )d 

da fi, t, n 


[1] 44 

[ 2 ] 

[3J 


IV. 



da 

/, a, d 

V. 

t — a +d 
tt := ■ 

d 

Dalla II. si ha 

a dati «, t, n' 

Ed in oltre da 

ì, t , n 

VI. 

2* 

fi = 1 

n 

da 

fi, s, n 

VII. 

2* 

i — a 


n 

da 

fi, s, t 

Vili. 

2 s 

°+ * 


[*] 

[3] 

[5] 

[ 6 ) 

[ 7 ] 


gl' stessi numeri arabi messi ne' vincoli sono indicati i due e- 
tementi derivanti dalla medesima combinazione ternaria do' cinque ele- 
menti . 
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E da queste combinate con le prime quattro nc derivano le 
seguenti altre forinole , cioè dalla combinazione della I. con 
la VI. si ha 


da 

», n, d 

» « — t . 

[8] 

IX. 

‘= .+ * 4 


da 

t, n, d 

C2J 

X. 

»(n — I) , 




da 

*> » 

[5] 

XI. 

d _2(nl— ») 



n(n — 1) 


da 

d, t, s 

[ 9 ] 

XII. n 


d/ 

Combinando la I. 

con la VII. si ha 


da 

S, ft, d 

[8] 

xm. 

s n — 1 


n 2 


da 

a, s, n 

[6] 

XIV. 

, 2(s — wa) 

a =5 — ; — 


S ' 

»(n — 1 ) 


da 

a, n, d 

[1] 

XV. 

♦ 

n(n — 1 ) 

s — na -f _1 — - d 


da 

a, d, s 

[10] 

XVI. » 

■= 


e dalla I. combinata con 1’ Vili. , si ha 
da t, a, d 

xvn ' 


I» 
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da 

a, s ,t 

£7] 

XVIII. 

d~- 

2 s — (/ -f- a) 


<la 

d , *, » 

[9] 

XIX. 

a= ~d±yJQ’+d((. 

“ 2 *+4 rf )) 

da 

a, d, s 

[10] 

XX. 

t = ~ d±yf < 

id-a + 2s) 


424. E sono queste tutte le formole per la determinazio- 
ne di due elementi da’ tre dati, che posson risultare combi- 
nando a tre a tre i cinque elementi sopraddetti (423.), il che 
com’ è noto , può ottenersi in dieci modi differenti (180.). 

425. Dalle formole quassù recate possonsi ricavare de’ teo- 
remi utili e speciosi , de’ quali ne recheremo alcuno per ma- 
nuduzione a’ giovani. 

420. Così dalla forinola 


nel caso di 


s — ria 
a 1 
s — 


+ !<IL -Ih 

2 

, d = 1 si ha 
_ n’+n 

T~ 



2s = n’ -(- n 

e compiendo il quadrato del secondo membro con 1’ aggiun- 

. . 1 
zione di — , sarà 
4 

2s + t = *’ + * + t 

o sia 8.s + 1 = 4n’ -f- 4n -f 1 = (2n -f- 1 )’ 

Sicché 8* -}- 1 dee sempre risultare un quadralo per- 

fetto, la cni radice è il doppio de’ termini della serie più 1 . 
Yale a dire che : 

La somma di un numero qitalunque di termini della progres- 
sione naturale a contar dal primo , presa S volte , cd acero- 

27 
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scinto un tal prodotto dii , è un quadrato perfetto , la cui ra- 
dice è precisamente il doppio del numero de ’ termini della se- 
rie accresciuto di 1 . 

427. E se continuando ad essere a = 1, sia d = 2, quel- 
la forinole divenendo s=n’ indicherà , che : 

La somma di un qualunque numero di termini della progres- 
sione a differenza 2 , a tominciar da 1 , è sempre un numero 
quadrato , la etti indice è indicata dal numero de ’ termini che 
si sommano. 

428. E siccome quella serie vien costituita da’ Dumeri im- 
pari dall’ unità , ne segue , che 

Ciascun numero quadralo t sempre divisibile in tanti nume- 
ri impari , a cominciar da 1 , quante sono le unità della sua 
radice . 

429. I seguenti problemetti basteranno a mostrare una 
qualche applicazione delle precedenti forinole , lasciando 
a’ giovani matematici 1’ esercitarsi in altri dipendenti dalle 
altre forinole, che sono facili a congegnarsi , ed a risolversi. 

fiottili I. 


430. V oriuolo allEuropea suona per ogni ora, da 1 a i2, 
il mimerò che f indica ; si dimanda il numero de’ tocchi dati 
per tutte le j2 ore. 

Soluzione. 


È chiaro che sicn dati il primo termine 1 della progressio- 
ne aritmetica de’ numeri naturali fino a 12 ; e però la for- 
inola 11. darà la quantità che cercasi 

s = (« + <)-£ =0 + 12) X 6=78 

0 pure essendo ancor nota la differenza 1 de’ termini di tal 
progressione ; la forinola XV. darebbe 


s = na + 


n ( n — 1 )d 
2 


= 12 + 


132 


= 78 
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O ancora la XVII. darebbe 


!» — a* ! -f- a 
S — m h ' 


143 

2 


13 

+ T =' 8 


•ld ' 2 

Ma di esse, come vedesi, va meglio adoperata la ibrmola IL 


Problema II. 

431 . Va buon padre di famiglia cui è naia una fanciulla 
vuole stabilirle wia dote di due. 4000 cd 18° anno, ed aven- 
do in pronto duc.1000 cerca sapere di guanto dee accrescerli 
in ciascun anno. 


Solution e. 


Questo problema può risolversi per la formola IV , ponen- 
do a =1000 , n = 18 , t = 4000 , che darà 

, 4000 — 1000 3000 1 

d = . „ = — =- = 170,47 ^ . 


17 17 

PnOBLEM k III. 


432. Un pio uomo volendo distribuire una somma di duca- 
ti 320. a diversi poveri trova che dando al primo un ducalo, 
3 al secondo , 5 al terzo , e così sempre aumentando di due 
ducati F elemosina fatta al precedente , gli sono mancati du- 
cali 4 ; si domanda il numero de' poveri . 

Soluzione. 


La formola XIX , in cui nel caso presente 

o=1 , d = 2 , s = 324 , diviene 

n = = V 324 = 18 

Eran dunque 18 i poveri cui si è fatto la detta elemosina. 
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Problema IV. 

433 .Si vuole inserire tra due numeri dati 6 e 24 cinque m» 
dii aritmeticamente ■proporzionali. 1 

Soluzione. 

Il proposto problema equivale a trovare la differenza d di 
una serie di 7 termini , de’ quali il pr i mo sia G 
24 , e però la formola IV. darà subito 



E la progressione risultante sarà 

6 , 9 , 12 , 15 , 18 , 21 , 24 . 
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CAPITOLO XV. 

De’ numeri figurati. 


434. Def. xviii. Diconsi numeri figurali quelli le cui unità 
possonsi concepir disposte in modo da rappresentare uua fi- 
gura geometrica piana o solida a lati uguali . 

Di tali numeri quelli che corrispondono a figure piane di- 
consi poligoni , prendendo la special denominazione dal nu- 
mero de’ lati , e però chiamandosi triangolari , se le loro u- 
nilà sieno disponibili in triangoli ; quadrali se in forma di 
quadrato -, pentagonali , se di pentagono ; e così in seguito . 
Gli altri poi le cui unità possonsi concepir disposte in for- 
ma di piramide denominansi piramidali ; c queste piramidi 
per una stessa specie , diverse solo nel numero di unità per 
.ciascun lato , e per ispccie diversa , variando ancora nel po- 
ligono regolare che ne costituisce la base, danno a que nu- 
meri la caratteristica di piramidali a base triangolare, o qua- 
drata , a pcntagona ; che , per brevità , potranno dirsi pira- 
titido-lriangola ri, piramido- quadrati, piramido-pcntagonali , re. 

435. Le ricerche intorno a tali numeri, che possono esser 
utili in diversi rincontri di Analisi algebrica, c della Geome- 
tria , e che serviranno ancora di esercizio delle teoriche e- 
sposte nel precedente capitolo , riduconsi ad assegnare la 
loro genesi, ed il modo come ciascun di que’ numeri derivasi 
dal lato di esso , che sia dato , o pur questo da quello ; il lo- 
ro termine generale , c 1 sommatoria ; le quali cose verranno 
tutte dichiarate nel presente capitolo. 

436. Def. xix. Il termine generale di una serie è quella fun- 
zione della n (che ne dinota il numero indeterminalo di ter- 
mini), nella quale ponendo per questo un numero determinalo, 
si Iia il valore del termine che ha per radice questo numero. 

Così della progressione il cui termine sia a , e la dille 
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rcaza d , il termine generale è indicato dalla formola 
t — a + (n — 1)d 

437. Def. xx. £ quella funzione della n , nella quale po- 
nendo per questa un numero determinato si ha la somma 
de’ termini della serie fino a quel numero, dicesi termine som- 
matorie) della serie. 

Così nelle progressioni aritmetiche , il cui primo termine 
sia a , e la differenza d , il termine sommatorio viene e- 
spresso dalla formola 


s = na 



438. Def. xxi. Se i termini di una progressione aritmetica 
clic cominci da 1 si sommino continuamente, la serie di nume- 
ri che si otterrà sarà di numeri poligoni. E questi saranno tri- 
angolari , se la differenza o ragione della progressione era 1 , 
cioè questa era quella de’ numeri naturali ; saranno quadra- 
ti , se tal differenza era 2 (427 .), pentagonali se 3, esagona- 
li se 4, c così in seguito : di tal che la specie del numero poli- 
gono supererà sempre di due unità la ragione della serie. 

489. Sia di fatti la progressione de’ numeri naturali 
1 23456789... 

sommandoli successivamente si ha la serie 

1 3 6 10 15 21 28 36 45 ... 

che sono i numeri triangolari , poiché le unità loro possono 
disporsi come qui sotto 


Similmente dall’ altra progressione aritmetica a differenza 2 , 

1 3 5 7 9 11 13 15 

si ottiene con la somma successiva de’ termini la serie de' nu- 
meri quadrati 

1 4 9 16 25 36 49 64 
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le cui unità sono disponibili in quadrati nel seguente modo 


In oltre sommando successivamente i termini della pro- 
gressione a differenza 3 

1 4 7 10 13 16 19 ... . 

si La la serie de’ numeri pentagonali 

1 5 12 22 35 51 70 ... . 

i cui termini sono disponibili in forma di pentagono , ed il 
lato è rappresentalo da’ termini della serie che ha bisognalo 
sommare . 

£ così in seguito pe’ numeri esagonali , ettagonali , otta- 
gonali , ennagonali , ce. 

440. Ed in generale essendo d la differenza della pro- 
gressione aritmetica , sicché questa sia dinotata da 

1 , 1 + d , 1 -f 2d , 1 + 3d 

la serie corrispondente di numeri poligoni sarà 

1,2 + d,3 + 3d,4+6d.... « + 

« 

441 . £ facile anche osservare , che la differenza della 
serie dinoti il numero de' triangoli in cui ciascun poligono 
rappresentalo in figura si può dividere. Cosi essendo 1 la dif- 
ferenza pe' numeri triangolari , essi non sono divisibili in 
altri triangoli co’ vertici ne’ punti medesimi ; pc’quadrali la 
differenza 2 dinota che sieno divisibili in due triangoli ; pe’ 
numeri pentagonali la differenza 3 della serie indica esser 
divisibili in tre triangoli ; e cosi per gli esagonali la diffe- 
renza 4 dinoterebbe esser divisibili in quattro triangoli , re. 

442. Risaltando i numeri poligoni dalle somme successive 
de' termini di una progressione aritmetica di cui il primo 
termine è 1 , la differenza 1, o pur 2, o pur 3. ee • , si vede 
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che il termine generale della serie de’ numeri poligoni deli- 
ba risultare dalla forinola 

n(n — 1 )<i 

t=an + -4- 1 

sicché pt numeri triangolari , essendo a = 1 , d == 1 , si avrà 
il termine generale 

, _ «(«+!) 

“ 2 ‘ 

pe numeri quadrati , ove la d r= 2 , si avrà 
t — n' 

pc' pentagonali , ove <2=3, sarà 

n(3n — 1) 

1 ~ 2 

E così continuando in appresso , sarà 

Pe’num. esagonali t — n(2rt — 1) 

, (5n — 3) 

Pe num. ettagonali t = n 

Per gli ottagonali t — n3n — 2) 

\~ n — 5 ) 


2 


Per gli ennagonali t =z n 

Pe' deeagonali i = n(4n — 3) 

E senza rinvenirli ne’casi successivi è facile ravvisare la leg- 
ge come debbansi per essi comporre i termini generali ; sic- 
ché pel numero poligono 


(m — 2 )n’ — (m — 4)n 
a t = -a J. 1 — 


m-agonalc sarà 

z 

AA3. Così volendo il numero poligono di 20 Iati , di cui 
ciascuno sia di 25 unità, sarà m = 20, n = 25 5 e però un 
tal numero risulterà 

-- 8 . 25 ’ ~ 16 2d — 5A 25 

E volendo quello di 25 Iati ciascun de’ quali costi di 36 
unità, esso sarà 

18(23. 3C — 21) = 1A520. j. 
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444. Dalle precedenti considerazioni si è indotti a risolve' 
re il problema inverso di : Determinare il lato 41 di un dato 
numero poligono ; il qual problema , come si vede, risolvesi 
facilmente con pareggiare il termine generale di un qualun- 
que numero poligono , assegnato nel §.442 , al dato numero 
poligono , per determinare da questa equazione la n del ter- 
mine generale , eh’ è il lato cercato . 

Così pel numero triangolare 91 l’ equazione a trattare per 
determinarne il lato sarebbe 

= 91 
z 

d’ onde si ha risolvendola 

±y/729 

2 

ebe , prendendo il solo segno 4- del \J , giacché l' inferiore 
sarebbe assurdo nel caso presente , dà pel lato richiesto 
n = 13. 

445. Che se il numero triangolare fosse stato indicato ge- 
neralmente per 4 , la sua radice sarebbe risultata 

-1+V(84+1) 

2 

ove 84 -f- 1 dovendo essere necessariamente un quadrato 
(426.) , la n dee però risultar razionale, come richiedevasi. 

446. Pe' numeri quadrati l’ operazióne a farsi ritorna a 
quella dell’ ovvio modo aritmetico. 

447. Pe’ numeri pentagonali essendo il termine generale 
n (3n — 1) 

— — , ove n rappresenta il lato, bisognerà però , per 

ritrovar questo corrispondente ad un dato numero pentago- 
nale 4 maneggiar 1’ equazione 

n(3n—\ ) _ h 
2 

41 Un tal lato suol dirsi anche radice ; ma questa denominazione 
essendo incn propria cho la prima , riteniamo quella. 

23 
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il’ onde si avrà 


n = 


1 + V (Uh + 1) 

6 


è però : per attenere, il lato di un numero pentagonale bisogna 
moltiplicarlo per 24 , ed accresciuto tal prodotto di 4 , estrar- 
re da questa quantità , che dee risultare un quadrato perfet- 
to , la radice , la quale accresciuta di nuovo di 1 , e divisa la 
somma per 6 , darà il lato richiesto. 

A48.E si vede ancora, che: ogni numero pentagonale preso 
24 volte ed accresciuto di 1 sia un numero quadralo impare , 
la cui radice accresciuta di 4 è un molliplice di 6. 

449. Senza prolungar queste ricerche per altri numeri po- 
ligoni , nel che si potranno esercitare utilmente i giova- 
ni , daremo qui la formola pel caso generale del numero 
m- agonale. 

Prendendo l’ espression generale corrispondente al lato di 
un tal numero (442.) e pareggiandola ad h , si ha 1’ equa- 
(m — 2)n‘ — ( m — 4)n_ u 
lione o n 


che convenevolmente maneggiata darà 
m — 4 , A // ( m — 4)’ 

"=2(^r2-; + VV4 (SU 


2) T + m- 


24 


-o 


m — 4 | . I ( (>» — 4 )* 84 ( m — 2) v 

** 2 (m — 2) + > V4(m — 2V + 4 (m — 2)’ ) 


2{m — 2 ) 


4(m — 2)* T 4 (m — 2)* 


— 4 + ve (m — 4)* + 84(m — 2) ^ 


— 2(m — 2) 

La qnal formola somministrerà, sema nuovo calcolo, i lati 
di tutt’ i numeri poligoni di qualunque ordine : e ritornando 
a quello di un numero pentagonale , ove m = 5 , la formola 

proposta diviene 1 

1 + y (1 + 244) 

n - 6 


come sì era rinvenutone! $.447. 
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450. A compiere il presente argomento rimane a determina- 
re il termine sommatoria di ciascuna serie di numeri poligoni. 
Cominciando dunque da’ numeri triangolari la cui serie è 

2 


10 


15 ... 


Ciascun di essi scindasi ne' numeri della serie naturale da 
cui è composto, disponendoli nel seguente modo in linee ver- 
ticali 


1 = 1 
3 = 1+2 
6 ss 1 + 2 + a 
10 = 1+ 2 + 3 + 4 
15 = 1+ 2 + 3 + 4 + 5 


I Lfo - lL 1 . ) =1+2 + 3 + 4 + 5 + *» 

Sicché chiamando St la somma della 1» linea verticale pre- 
cedente i segni di uguaglianza , la quale è appunto la som- 
ma de’ numeri triangolari , sarà essa aguale alla somma di 
tutte le linee verticali seguenti un tal segno , e però 

Si=»+2(n — 1 )+3(i» — 2) + 4(u — 3)+5(*— fc)... +*^(« — (n — I) ^ 

=»(1 +2 + 3 + 4 + 5 ..+«) 

— ^ 1.2 +2.3 + 3.4 + 4.5 ••••• + a(a — • 1)^ 

la qual seconda linea corrispondendo a 

2(l +3 + 6+10 + 15 + !fc!^ 

cioè alla stessa serie di numeri triangolari indicala da S, me- 

* 6 È lo questo modo che indicheremo il l»rmin« sommatoria dì cia- 
ne una serie di numeri poligoni , cioè scrivendo s piedi della S la let- 
terina iniziale della specie del numero poligono , o aia I pe' triango- 
lari , q pe' quadrati . f pe' pentagonali , k. 
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no 1’ ultimo termine } ridurrà l' espressione supe- 


riore ad 


_ ÌL+ ’)(„ + 2) _ 1S, 


e quindi 
ed 


3 S= ^i±ì) ( „ +2) 

r _ n ( n + ^) ( rt + 2) 

5 ‘~ UZ 


451 . La somma della serie de’ numeri qnadrati a comin- 
ciar dal primo si otterebbe , con procedimento analogo al 
precedente : ma essa può più facilmente aversi dietro la con- 
siderazione , che essendo n ^ ) il termine n della serie 


de’ numeri triangolari , ed 



il termine n — . 1 della 


stessa , la loro somma n' produce il numero quadrato corri- 
spondente al termine n della serie triangolare ; e però la se- 
rie de" numeri quadrati risulta quanto il doppio di quella de’ 
numeri triangolari, meno il termine n cui si arresta tal som- 
ma , il quale viene ad esser preso una sol volta , cioè 


S q = 2 S t — 


n(n + 1) 


n(n+1)(n+2) n(n+1) 

3 2 

_ n(n + 1) (2n+1) 

1 .2.3 


452. Per maggiormente introdurre i giovani a questa ri- 
cerca ne daremo un altro esempio in determinar la somma 
della serie de’ numeri pentagonali , che scriveremo vertical- 
mente , con risolverne ciascun termine ne’ suoi componen- 
ti della progressione aritmetica da cui è derivata ( 43‘J. ) . 
Quindi 
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1 = 1 
5 = 1+4 
12 = 1 + 4 + 7 
22 = 1 + 4 + 7 + 10 
35 = 1 + 4 + 7 + 10 + 13 


n ( 3rt -- i) =1+4 + 7 + 10 + 13 + (3n — 2) 

2 

E però sarà 

S p = n + 4(n — 1) + 7(« — 2) + 10(n — 3) + 13(n-4) 

= „(1 + 4+ 7 +10 + 13...) 

• — 2(2 + 7 + 15 + 26 + ) 

Ma da questa seconda linea , scrivendo pur verticalmente 
la serie eh’ è nel vincolo , che dinoterò per <r , c decompo- 
nendola come si vede 
2=2 
7=2 + 5 
15 =2 + 5 + 8 
26 = 2 + 5 + 8 + 11 


si ha 

<r = 2(n — 1) + 5(n — 2) + 8 (n — 3) + 11 (n — itj 
= n^2 + 5 + 8 + 1 1 + . . . .) 

— 2^1 +5 + 12 + 22 ... 

Quindi si avrà 

n'(3» — 1) 2n(» — 1) (3n — 2) ( 4n('3« — 1) 

Sp = 2 2 Sp 2 

3 S p = -|(2(«_1)(3«-2) - (3« - 1)(n-4)} = -£(3n’+ 3n) 

c - + *) 
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453. Def. xxii. Sommando successivamente, a cominciar dal 
primo 1 , i termini di ciascuna serie di Dumeri poligoni ; le 
nuove serie che risultano si dicono di numeri piramidali. Poi- 
ché le unità di ciascun numero possono concepirsi disposta 
in piramide retta a base quel poligono regolare del nome del* 
la serie proposta . 

454. £ però a distinguerli starà bene inchiudere questa 
condizione nel denominarli, e quindi dire piramo-triangolari 
quelli che derivano dalla serie de'numeri triangolari, piramo- 
quadrati i nascenti dalla serie de’ numeri quadrati ; p tramo - 
pentagonali quelli che si hanno dalla serie de' numeri pen- 
tagonali : e così in appresso. 

455. Sommando dunqne la serie de’ numeri triangolari , 

15 

ì 13 9 •••' O 


1 , 3 
la nuova serie 


10 


1 , 4 , 10 , 20 , 35 , ... 

sarà de’ numeri piramo-triangolari. Di fatti le unità del 4 pos. 
sono rappresentare i vertici di un tetraedro , o gli estremi di 
ogni suo lato ; quelle del 10 corrispondono al tetraedro, di cui 
a ciascun triangolo ne toccan 0 , ossia a ciascun lato tre uni- 
tà ; le altre del 20 al tetraedro di cui ciascun triangolo è 
rappresentato da 10 unità, ossia a ciascun lato ne spetlan quat- 
tro. E così in appresso. 

Sommando in oltre la serie de' numeri quadrati 


* , 

4 

> 9 

, 16 

, 25 , . . 

la nuova serie 





* \ 

5 

, 14 

, 30 

9 55 j • • 


sarebbe quella de’ numeri piramo-quadrati ; e le loro unitii 
saranno disponibili in piramide retta, la cui base sia un qua- 
drato . Così il numero 5 rappresenterà quella nella quale 
ciasu n unità stia nel vertice di ciascun angolo, ossia nell’ e- 
stremità di ciascun lato ; il numero 14 I altra in cui la base 
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quadrata abbia 9 unità , corrispondendone 3 a ciascun lato, 
ed ognun de’ triangoli che la cingono ne ha 6 , dalla somma 
de’ quali quattro Tolte tolte le unità comuni con la base e tra 
loro, ne rimangono sole 5 , che con le prime 9 fanno il nume- 
ro 14. E lo stesso ragionamento potrà protrarsi per gli altri;e 
poi pe’ numeri piramo-pentagonali , piramo-esagonali , tc. 

456. È facile comprendere, che il termine generale di cia- 
scuna serie di numeri piramidali sia il sommatorio fino al 
termine stesso della serie dalla quale essa è derivata ; sicché 
indicandolo per Tp-i pe’ numeri piramo-triangolari , per T^q 
pe’ numeri piramo-quadrati , per Tp-p pe numeri piramo-pen- 
lagonali , e così in seguito , si abbia 

T _ "( re -H)( n + 2 ) 

■ 1.2.3. 


Tp-q — 


tifo 4* 1)(2n + 1) 
1.2.3. 


_ n *( w + 1 ) 


477. Avutosi nn tal termine generale, si passerà a rinvenire 
la somma generale , o sia il termine sommatorio di ciascuna 
di tali serie , con lo stesso procedimento tenuto nel §. 450. 
Di che daremo uu esempio pe soli numeri piramo-triangolari, 
poteudo ciò bastare, in questo luogo, per un argomento , che 
venendo compreso in quello delle serie a differenze costanti, 
del pari che l’altro de’ numeri poligoni, dovrà occuparci in 
modo piti convenevole nel trattato delle serie , che fa parte 
del voi. II. di questo Corso. 

458. Adunque essendo una tal serie di numeri 


1 , 4 , 10 , 20 , 35 , 56 . . . 


)(«+ 2 ) 


si avrà 
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elle sarebbe però quella de’ numeri ordinali di 2° ordine. 

Sommando continuamente da! primo i termini di questa 
serie , si avrebbe quella de’ numeri triangolari 

1,3, 6 , 10 , 15 

che sarebbero i numeri ordinali di 3° ordine. 

Di nuovo sommando questi continuamente dal primo si 
avrebbe la serie de’numeri piramidali 

1 , 4 , 10 , 20 , 35 

che sarebbero gli ordinali di 4? ordine , da’ quali sommandoli 
successivamente, ne deriverebbero gli ordinali di 5 * ordine. E 
così in seguilo. 

460. E si vede anche dal procedimento tenuto , che i nu- 
meri ordinali di 2° ordine abbiano per differenza , tra due 
prossimi di essi , 1’ 1, cioè i numeri dell’ ordine precedente, 
gli ordinali di 3° ordine abbiano per differenza i termini del- 
la serie di quelli del 2° ordine , e però che le seconde diffe- 
renze tra’ termini prossimi di essi sieno 1. E così quelli di 
4* ordine abbiano per differenza de’ loro termini prossimi la 
serie dell’ ordine precedente , e però sieno 1 le terze diffe- 
renze tra’ termini prossimi di esse. Ed in generale che i nu- 
meri ordinali dell’ ordine n abbiano 1’ 1 per differenza del 
rango n — 1 de’ loro termini prossimi ; e cosi in appresso. 

461. Ed in oltre è pur evidente , che il termine generale 
di ciascuna serie deli’ ordine r sia quanto il soinmatorio di 
quelli corrispondenti fino ad esso nella serie dell'ordincr — 1. 

462. E però essendo n il termine generale della serie de’ 

ti(n | 1 \ 

numeri naturali , cioè 1’ ordinale di 2° ordine , cd — ' 

quello della serie de’ numeri triangolari , cioè 1' ordinale di 
3“ ordine, starà quello a questo come 2 : n -f 1 ; e siccome 
il 2 rappresenta l’ ordine della prima di tali serie , potrà 

il rapporto dell’ una all' altra esprimersi per r : n -f- 1 . 

Similmente il termine n de’ numeri triangolari , cioè del 3* 
ordine starà al corrispondente nella serie piramo-tri angolare , 

29 
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n(n + 1 ) # n (n-f 0 (« -f 3) 
e però del 4” ordine , come ^ : ,) 2.3 

«ioc come 3 : n + 2 , o sia come r : n + r — 4 .E così 
continuando in appresso , potrà conchiudersi generalmente 
•esser questa la formola generale della ragione di un termine 
cieli’ ordine r a quello corrispondente dell’ ordine r + 4 . 

463. Indicando con T" , T" , T" , T' . . i termini ge- 
nerali delle serie de’ numeri ordinali dal 2* ordine in poi ; 


ed essendo 


si avrà 


T" = » 

T «- ,lC * + *> 

“ 1.2 

T" - ”(*+ 0 ( w + 2 > 

J — 4.2.3 


_ «(« + <)(" + 2) (n -l- 3) 

— 4. 2.3.4 

Ed in generale per la serie de’ numeri ordinali dell ordine r 
si avrà il termine generale 

TO') — ”("-HX n + 2 )(” + 3 ) • • -(n-fr— 3Xw+ r — 2) 

— 4 .2.3.4 . . . r— 2 r— 4 

464. E ciò può bastare per questo argomento , del quale 
alcun uso non occorrerà fare nel presente trattato dell ^Ina- 
lisi determinata , e che rientra in quello delle serie a diffe- 
renze costanti , di cui dovrà ragionarsi nel volume li. del 
presente Corto di Analisi al gebrica. 
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CAPITOLO XVf. 

Delle bacioni , proporzioni, e frogreuioni 

GEOMETRICHE . 


465. La ragione e la proporzione geometrica furono ben 
definite da Euclide nel lib. V- degli Elementi , da farne cor- 
rispondere la nozione alla quantità in generale ; e però lo 
proprietà di quelle raccolgonsi in modo esatto e rigoroso 
dalle proposizioni di un tal libro, che come fu detto nel discop- 
ro preliminare alla Geometria, non è speciale per questa scien- 
za , ma bensì un vero libro di analisi matematica . Nulladi- 
meno conviene che qui se ne renda l’ idea più adeguata pel 
calcolo algebrico. Adunque : 

466. Der.nm. La ragione geometrica di un» quantità ad 
un'altra omogenea vien dinotata dal quoziente dell’ una, che 
dicesi antecedente, per 1’ altra che si chiama conseguente , il 
qual quoziente dicesi esponente della ragione . E però la ra- 


gione di a : b risulta espressa da —, e vieeversa da 



la di b : a j e queste dicossi vicendevolmente 1' una inversa 
dell’ altra. 

467. E volendo a questa ragione dare una denominazione 
analoga all’ altra che fu data per la ragione aritmetica , che 
dissimo per differenza , potrà dirsi per quoziente 47 . Gò po- 

. a n.a . . . 

sto , essendo — = — -, ove n sia un numero intero o bratto, 
0 n.b 


47 La denomiBajione di geometrica ha dovuto derivare da che di que- 
sta specie di ragione , che costituisce iJ vero rapporto di due grandezze, 
trovavasi trattato da Euclide tra' libri di Geometria ; e però a distin- 
guerne l'altra precedentemente esposta fu detta arilmelìen Essendo 
però prevaluto l‘ uso di chiamarle a quell' aulito modo , uou conviene 
assolutamente cambiarlo. 
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o un’ altra quantitg qualunque , si rileva perciò , che : non 
si camita la ragione tra due quantità moltiplicandone , o an- 
cor dividendone i termini per una terza qualunque. 

468. Def. xxiv. Essendo , 1’ uguaglianza di 

queste due ragioni costituirà ciò che dicesi proporzione tra 
le quattro quantità a , b , n.a , n.b , che si suol dinotare 
nel seguente modo 

a : A :: n.a : n.b 

cioè, a a b come n.a ad n.b 

469. Ed è chiaro, tanto dalla riduzione di que’ fratti allo 
stesso denominatore , quanto per intuizione dalla preceden- 
te proporzione, che debba in essa il prodotto de' termini estre- 
mi pareggiare quello de' termini medii. Di tal che, se sicno no- 
ti i due medii , e t un de' tcrmitii estremi , si otterrà l altro 
diridendo il prodotto di quelli per questo. Il che , nel caso 
de’ due medii uguali , cioè di una proporzione continua , ed 
espressa però da tre soli termini , riviene a dividere il qua- 
dralo del secondo termine pel primo. Ed al contrario : aven- 
do i due estremi , si troverà il medio estraendo la radice qua- 
drata dal prodott o di quelli. 

Così avendosi i tre termini a , b , p ; il quarto proporziona - 
b n * 

le in ordine ad essi sarà — . Avendosi poi i due a, b, il ter- 


so proporzionale sarà — ; ed il medio proporzionale tra a,b 
verrà espresso da \]a.b . 

470. Ed è pur chiaro, per conseguenza, che so abbiansi gU 
uguali prodotti a.q = b.p 

debita risultare (467) a:b :: p:q 

il che può ancora rilevarsi dividendo que’ prodotti uguali 
per bq , da che risulta 

— L- 
b 1 

e pero (404) a : b :: P : q 
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47 1 . Adunque può stabilirsi per principio fondamentale 
ebe : situo proporzionali quattro grandezze , se il prodotto di 
due di esse , die prendansi come termini estremi della propor- 
zione , pareggi quello delle altre due. 

472. E però se abbiasi 

a : b :: p : q 

dovrà ancora essere 

I. a : p :: b : q 

la quale nuova proporzione , tra gli antecedenti ed i conse- 
guenti della proposta, dicesi permutata di questa 
li. a -f- b : b :: p + q : q 

che dicesi per composizione da quella di a : b :: p : q 

III. a — b : b :: p — q : q 
eh’ è la divisa della proposta 

IV. a : a — b :: p : p — q 
conversa della proposta . 

E da queste, combinandole, altre proporzioni potrebbero an- 
cora ottenersi , delle quali noteremo qui la sola seguente 

473. Essendo a : b :: p : q :: k : / 

sarà permut. a : p :: b : q 

e componendo a -j- p : p :: b q : q 

e di nuovo perni, a +p : b -|- q :: p : q k : l 

d' onde con lo stesso procedimento di poc’anzi si perverrà 
ad avere 

a+p 4 . k : b + q + l ” k : l 
E cosi in appresso, se le ragioni proposte fossero più di tre. 
Adunque : avendosi più ragioni uguali starà la somma degli 
antecedenti a quella de ’ conseguenti , come un antecedente al 
suo conseguente. 

474. Avendosi poi più ragioni tra quantità omogenee , 

come di a : /* , c : d , e : f . . . 

si otterrà da esse 1 ’ altra del prodotto degli antecedenti a 
quello de' conseguenti , cioè di 

aXcXc ... : bxdXf ■ . , 
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che dicesi la ragione composta da quelle ; la quale nel caso 
di due sole ragioni ed uguali, come di a : b, e di a : b diviene 
quella de'quadrati di « : b, cioè di a’ :b\ E se le componenti 
fossero tre ed uguali , ciascuna espressa da a : A, la compo- 
sta risulterebbe di o 1 : P, che si direbbe triplicata di a : b, 
e sarebbe quella de cubi de termini a , A della ragione data ; 
e cosi in appresso. D onde viceversa risulta, che avendosi la 
ragione di a : A , quella di \Ja : yjb ne sarà la sudduplicata j 

S S 

F altra di \ja : \Jb la suttriplicala ; e cosi in appresso . 

Al 5. E vedesi facilmente, che l’cspooente della ragion com- 
posta sia in generale quanto il prodotto degli esponenti del- 
le ragioni componenti , perchè 

a ce.. n ^ c ^ e 

TTT~T ~d 7" 

E che nelle ragioni duplicata , triplicata, cc. 1 esponente sia 
il quadralo , il cubo , cc. di quello di una delle componeuti. 
uguali ; come al contrario nella sudduplicata , sutlriplica- 
ta , ec. sia la radice quadrala , cubica , cc. di quello della 
ragione proposta. 

476. E remlesi pur evidente , che avendosi le quantilit 
omogenee 

a,b,c,d....r,l 

debba essere 

aXbXcXd . . Xr: bXcXd . . Xt :: a: i 
cioè come la prima all’ ultima di esse , eh’ è la nozione data 
da Euclide dalla ragion composta ( def ’■ A.Elem. V. ) . 

E che essendo le tre grandezze a , b , c in continua pro- 
porzione, la ragione di a : c risulti duplicata di quella di a:b> 
come pure essendolo le qnattro a ,b , c , d, debba la ragio- 
ne di a : d risultar triplicata di quella di a : b ; e cosi in 
appresso . Di tal che essendo tali grandezze Gnoa t al nu- 
mero n , la ragione di a : t sarà (n — 1 )p!icata di quella 
di n : b ; come da Euclide si era stabilito nelle corrispon- 
denti definizioni del libro V. 
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477. Or se tra le componenti 

O • A y C » (t y f 1 • 

ve ne sia alcuna di uguaglianza, come, p.e., quella di c : <f; 
è chiaro che tanto sia la composta di 

aXeXe : iXdXf 
quanto l' altra di aX« : iXA 


Pi fatti 1’ esponente della prima riducesi ad « 

o a f b f 

eh’ è precisamente 1’ esponente della seconda . Laonde : 

Le ragioni uguali non entrano nella comporla da più ragio- 
ni ; poiché non valgono a cambiarne C esponente. 

478. In oltre se le due componenti a : b , r : d una ragio- 
ne sieno l’una inversa dell’ altra, cioè che stia a ; b d : c, 
la composta a x c : b X d sarà la stessa che quella risultante 
dalle due di d : c, e di c : d, e però espressa da dXc: cXd, 
cioè di uguaglianza . Il che rilevasi ancora da ciò , che 1’ e- 
s ponente della ragion composta è 
a c ab 

T x 7 = T X 1T = 1 * 


Quindi : Incontrandosi tra più componenti una di esse inver- 
sa di un altra , queste due si potranno tralasciare nel pren- 
dere la ragion composta ; poiché dalle medesime risulta una 
componente di uguaglianza (477.). 

479. È chiaro eziandio , che la composta dalle ragioni di 

a : b , c : d 

risulti la stessa che 1’ altra di quelle di 
a : d , b : c 

E però , che : Non si alteri la composta da due , o anche 
più ragioni , comunque si scambiino i loro conseguenti. Il che 
c facile accorgersi avvenir pure scambiando comunque i so- 
li antecedenti . 

480. Def. xxv. Per progressione geometrica s’ intende una 
seguela di termini, che serbinsi 1’ un 1’ altro la stessa ragio- 
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ne geometrica , cioè cbc i quozienti dell’ uno per 1’ altro 
prossimo sieno uguali. 

E però se la quantità a si moltiplichi successivamente per 
V altra q, sicché abbiasi la serie 

a , aq , aq’ , aq* , aq* . . aq*~‘ , aq n 
sarà questa una progressione geometrica. 

481 . Quindi un termine qualunque aq m di una progressio- 
ne geometrica starà ad un altro aq r della medesima come 
1 : q r ~ m ; e prendendo nella stessa progressione due altri 
termini tra’ quali sieno frapposti ancora i — m termini , il 
rapporto dell' un di questi all’ altro risulta ancora 1 : q'~ m i 
e però : vi sarà proporzione tra due termini qualunque di 
-a na progressione geometrica, e due altri in ordine equidistan- 
ti tra loro . 

482. Deriva ancora dalla precedente definizione , che un 
termine qualunque risulterà dal primo moltiplicandolo suc- 
cessivamente per 1’ esponente della progressione , e però che 
quello dell’ordine n risulterà dal 1° moltiplicandolo per n — 1 
volte 1’ esponente. Adunque se quel termine s’indichi con a , 
con q 1’ esponente, e con l il termine n , che dicesi termine 
generale (436.) , dovrà esser 

I. t — aq*-' 

483. Or poiché nella progressione geometrica esposta , 
la cui somma indichisi con s, sono antecedenti tult’i termi- 
ni dal 1° al penultimo , cioè da a : aq*~ ' , e conseguenti 
tutti quelli dal 2° all’ ultimo , cioè da aq : aq’—', si avrà 
però la somma de’ primi a quella de’ secondi come il 1° ter- 
mine al 2° (473.) . Ma la somma de’ primi è s — aq*—’, c 
quella de’ secondi s — a . 

Adunque si avrà 

s — aq"~ ' : s — a ;; a : aq :: 1 : q 
e però sq — aq" = s — a 

ed s(q — 1) = a(q" • — 1) 

d’ onde II. s i) t 

1 — 1 
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Cioè : il termine sommatoria di una progressione geometri- 
ca di n termini , di cui il primo sia a, c /’ esponente q, risulta 
espresso da questi elementi nell anzidetto modo . 

484. Combinando le due equazioni ottenute ne’ due pre- 
cedenti §§. , pel termine generale e pel sommatorio di una 
progressione , si potrà risolvere lo stesso problema trattato 
nel §.423. per le progressioni aritmetiche, cioè di esibire da 
tre de’ cinque elementi a, q, n, (, s gli altri due ; il che si 
vedrà in prospetto eseguito qui appresso. 


Dalla I. si ha t dati 

1 a, n, q 

m 

e si avrebbe da 

*> », q 

[2] 

in. 

t 

° q «— • 


da 

a, t, n 

t3] 

IV. 

— V t 

* = Vt 


da 

t, a, q 

M 

V. 4s 

t 

q'~' = — 

4 a 


dalla 11. si lia s dati 

a, q, n 

[«] 

ed in oltre da 

s, q, » 

[5] 

VI. 

s( 9 — 1) 


da 

a, s, n 

[6] 

VII. 4 ’ q m 

q 4- 1 =0 

a ' a 


da 

a, q, s 

[7] 

vili. 

aq" = (q — 1)s + a 



<* Da questa equazione si dee ricavare il valore della n ; ed il mo- 
do di ottenerlo si vedrà nel capitolo seguente. Lo stesso per le equa- 
zioni VI» . XII e XVI. 

ss Questa equazione , e V altra XI , per determinare la 7 esìgono 
il maneggio dell' equazione al grado i*. E le analoghe XUI, e XIV. 
quello di un' equazione del grado n — 1 . 
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E da queste combinata con la I derivano le seguenti altre 
forinole , cioè dalla combinazione della I. con la VI. si ha 
da 


IX. 


s, n, q 

( = sq n ~' 


—1 


da 


X. 


da 


f—\ 
t, n, q 

, — - ‘?~ 1 
q — 1 q —1 

s, t, n 

a t 

s — T s — r 

da 9 , t, , 

XII. (qt — — 1)^9*“' = t 

Combinando la I. con la VII. si ha 


XI. «» q" — 


= o 


E dalla I. combinata con l’VIII. si ha 
da t, a, q 


XVII. 


tq — n 
q-\ 


m 

[2] 

m 

[9] 


da 

XIII. 

s, n, t 

(t—a) y/ a = (s—t)yj t 

[8] 

da 

XIV. <» 

a, s, n 

(s— n) yja=s (*— t) t 

[6] 

da 

XV. 

a, n, i 

:<je- a'yfa 

[3] 

*“V«- % 


da 

XVI. «• 

a, a, t 

t(s — = a(s — n)" - ' 

[IO] 


m 
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da 

a, s, t 

[10] 

XVIII. 

s — a 


da 

*> b q 

[9] 

XIX. 

a = q(t — s) + s 


da 

a, q, s 

m 

XX. 

'(<? — 1 ) + " 



9 

485. Ad oggetto di dare per ora qualche idea dell’uso van- 
taggioso delle precedenti forinole , ne applicheremo alcuna a 
risolvere i due seguenti problemctti , riserbandoci uu piti e- 
steso esercizio di esse nell’ ultimo capitolo di questa Parte I. 
del presente trattata. 

Problema I. 

486. Tra due numeri dati a, b si vuole inserire un numero m 
di medii geometricamente proporzionali. 

.So tu zio ne. 

E chiaro che la ricerca del presente problema sio quella 
di assegnar la ragione di una progressione geometrica , di cui 
sia dato il primo termine a , 1* ultimo t , e ’l numero de’ ter* 
mini m + 2 , e però che debba soddisfarvi la formolo 



la quale per essere la m = n ■+■ 2 , riducesi a 



che darà il valore della q (517.U.I.) 

487. Sia iu uu caso a = I , b = 256 , n = 7 

risulterà q — \ 256 = 2 

s però la serie de’ termini proporzionali continuamente sarà 

1 , 2 , 4 , 8 , 16 , 32 , 128 , 256. 
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Problema II. 

488. V inventore del giuoco degli scacchi ìo avendolo pre- 
sentato ad un re indiano , ed obbligato da questo a richieder 
egli quel premio che volesse , dimandagli un cumulo di grano 
i cui acini pareggiassero quelli che risulterebbero dal porne 1 
nel primo quadratino della schiacchicra, 2 nel secondo , 4 nel 
terzo , e così sempre raddoppiando fino all' ultimo de' qua- 
dratini che i il 64°. Si cerca sapere qual fosse la quantità di 
grano dimandalo. 

Soluzione. 

È chiaro che si cerchi la somma della progressione geo- 
metrica in ragion doppia, cominciando da 1 fino al termina 
64* ; e però che debba soddisfarvi la forinola 

. - a r ~~ 1 • 

q — \ 

in cui essendo a =. 1 , q z= 2 , n = 64 
riducesi ad 

s = 2 e * — 1 

che sviluppata corrisponde all' ingente numero “ 

18, 446, 74."., 083, 709, 551, 615. 


,0 Vedi preliminare pag. n. 

" Si vedrà nel capitolo seguente ili qual modo possa più facilmente 
ottenersi ta potenza 61* di 2 . 
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CAPITOLO XVII. 

Prime nozioni su i logaritmi , 
specialmente de' roLcjtu. 


489. Poiché una qualunque progressione geometrica può 
sempre ridursi alla forma 

«( 1 > 7 > ?’ i ?’ > q* > 9* 9" - ' ) 

potrà però considerarsi assolutamente nel modo com’ essa è 
espressa nel vincolo, e quindi col primo termine 1 , mentre 
gli altri successivi sieno le potenze 1 , 2, 3 ... di q ; e per 
simmetria potendo quel primo termine esprimersi per q° , ne 
dinoterà c]ie in quella , qualunque sia la q , che potrà dirsi 
base della progressione , 1’ esponente di questa , perchè quel 
termine pareggi 1 , debba esser zero , come per altro era già 
noto (32.). E vedesi che in essa gli esponenti de’ termini in 
progressione geometrica sieno la progressione aritmetica de’ 
numeri naturali . 

490. Dsr.xxvi. Or questi esponenti son detti logaritmi di 
que' termini che allettano , ne’ quali la q prende il nome di 
base logaritmica , che polendo ad arbitrio variare , varierà 
conseguentemente il sistema logaritmico. 

Adunque potrà stabilirsi , che : 

491. Def.xxvu. In un sistema logaritmico della base q , i 
logaritmi de’ numeri che sono potenze di questa base sono gli 
esponenti di esse ; e però il zero di q° ossia di 1 j 1’ 1 di 
f , il 2 di q' , il 3 di q l . . . l’ h di q h , il k di q h , ec. 

492. Dalle precedenti considerazioni si rileva esser* 

log. — log. tf~‘ s= — - 1 
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l°3' = lo 0- 9 ’ = — 3 

log. T = log. q~* — — 4 


log. — u — log. q~ n — — n 

Cioè , che : i log-ini s * delle frazioni , cAe costituiscono la ie - 
ne geometrica inversa della proposta , 

4 1 A A 1 1 

’ ? ’ ?■ ’ 9 3 ’ 7 7 

ro/io quelli stessi de’ loro denominatori presi negativamente. 

493. Or se Ira 1 e q s’inscrisse un numero m di medii geo- 
metricamente proporzionali si verrebbe a stabilire una nuova 
serie geometrica di m -f 2 termini , il primo de’ quali sareb- 
be 1, e l’ultimo q, gli esponenti de' cui termini ne costitui- 
rebbero un’ altra in progressione aritmetica, e però sarebbe- 
ro i log-vii corrispondenti a’ termini di essa (489, e 490.) . 
E tra questi c facile comprendere, che accrescendosi grande- 
mente il numero di tali medii proporzionali geometrici , vi 
si debbano comprendere prossimamente i numeri della pro- 
gressione naturale tra 1 c q, q e q', ec. de’quali ne sarebbe- 
ro logaritmi rispettivi i corrispondenti termini della progres- 
sione aritmetica nascente dall’ inserire tra 0 ed 1, 1 e 2, ec. 
nn numero di medii aritmeticamente proporzionali pari a 
quello de’ primi . 

494. Fu questo di falli il fondamento della costruzione, 
delle tavole logaritmiche per coloro che primi se ne occupa- 
rono, esibendole per la base q ss 10 , che furon detti volga- 
ri , o tabulari ”. Ma posteriormente essendo stali da' moderni 

** È in questo moilo , ed ancora nell' altro log. , che si costuma ab- 
breviare le voce logaritmo. 

* J Essi sono ancor delti Lriggiani , da Errico Brigg , che il primo 
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analisti prodotti de’ metodi assai più generali ed aitivi fon- 
dati sull’ equazione y = q* ( j rappresenta il numero , q la 
base logaritmica, ed x il log-mo di quello ) noi tralascercmo 
di qui occuparci di quell’ antico modo , riserbandoci ad e- 
sporrc estesamente questo secondo nel laogo suo proprio del 
voi. II. del presente Corso , stimando sufficiente per ora la 
nozione preliminare già data de’ logaritmi , e quello clic pas- 
seremo ad esporre per le abbreviazioni eh’ essi prestano al 
calcolo aritmetico , facendone una qualche applicazione ; e 
mostrando eziandio l’ uso necessario di essi nel maneggio di 
alcune algebriche equazioni. Sicché per ora supporremo ta- 
li tavole come già costruite , e noto il modo di usarne ne’ 
diversi rincontri , che ben può rilevarsi dalle esposizioni 
premessevi dagli autori di esse , o ancora apprenderlo con 
l’ uso in maneggiarle. 

495. In queste tavole il logaritmo dell’ unità essendo se- 
ra, ed 1 quello del 10, 2 quello del 100, 3 del 1000 , cc. 
il log-mo di un numero tra 1’ 1 e ’l 10 dovrà esser dinotato 
da un fratto vero ; quelli de’ numeri tra 10 e 100 , da 1 più 
un fratto vero; così gli altri da 100 a 1000 da 2 con un fratto 
vero ; c similmente in appresso. Di tal che le unità del nu- 
mero intero saranno quanto i zeri del numero della progres- 
sion decupla , d’ onde comincia il nuovo periodo aritmetico 
nel quale trovasi compreso il numero proposto ; o pur quan- 
to il numero delle cifre del numero proposto meno 1 . 

calcolò le tavole per tal sistema , con li decimali , dall 20000 , e 
poi ripigliandole da 90000 a 1 00000, cho vennero pubblicate in Londra . 
con l' epigrafe di Arilhmetica logarit/mica ; e di poi Adriano Wlacq 
supplendo quelli pe' numeri tralasciati , le riprodusse consoli 10 deci- 
mali , imprimendole col titolo di Trigonometria arti/iciaUs. E da queste 
per più tempo furono estratte quelle manuali . che dallo stesso Wlacq, 
e da altri ne furono pubblicate . finché usando de' nuovi metodi , non 
fosse riescito più agevole di perfezionarle ed estenderle, essendosi cosi 
a*rfle quelle dei Gardincr da 1 a 102000 , del Callet da 1 a 102900 , 
dell' Hutton da 1 a 100000 del Babbcge da 1 a 108000, re. 
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49 G.DEr.xxvm. Qnel numero intero eh’ entra a parte di 
un logaritmo dicesi caratteristica di esso , e ’l fratto aggiun- 
to si dice mantissa , che vai parte additizia. 

497 . Laonde la caratteristica de’numeri tra 1 o 10 è il zero ; 
I’ unità è quella de’ numeri tra il 10 e ’l 100 , il 2 l’ altra di 
quelli tra il 1 00 e ì 1 000 ; e così in appresso. Ed ottenuti 
i logaritmi di tulli questi numeri si avranno ancora quelli 
de’ loro inversi , cioè de’ fratti che gli abbiano per denomi- 
natori , avendo per numeratori 1' 1 , prendendoli negativa- 

mente ( 492 .). E però la caratteristica de’ numeri tra 1 ed— 

\ 

sarà — 1 j quelli degli altri tra 1 ed sarà — • 2 , c — 3 1 al- 

1 

tra di quelli tra 1 ed , tc. 

498 . Or poiché 

9* X 9* = 9*+* sarà log.q h X 9*= h-\- k 

-£ = ,*-* . . . log. -1 =k — h 

(?*)”= • • • log.(q l ) m =mk 

V9‘ = ?“ . . . log. vy= ~ 

Laonde : il log-mo del prodotto risulta dalla somma de log-mi 
de fattori , e quello del quo zi mite dalla differenza de' log mi 
del dividendo c del divisore. In oltre , il logaritmo della poten- 
za è quanto quello della base moltiplicalo per V indice di tal po- 
tenza ; come ancora il log-mo della radice è quanto V indice 
della potenza diviso per quello delta radice da estrorsi . 

499 . Da che comincia a vedersi l’uso vantaggioso che può 
farsi de’ logaritmi nelle operazioni aritmetiche fondate su 
lunghe moltiplicazioni, o divisioni, e per le elevazioni a po- 
tenze , o estrazioni di radici di alto grado . 

500 . Or le mantisse de’ logaritmi essendo frazioni , vengo- 
no espresse convenevolmente in decimali di 5 , 6 , 7 , o più 
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cifre , secondo la maggiore approssimazione che si vuol da- 
re alle tavole . Quindi la caratteristica 1 del logaritmo della 
base 10 , e di ciascun altro numero della progressione de- 
cupla vien seguita da 5, 6, 7 ... zeri 54 . E siccome una tal ca- 
ratteristica non si cambia , che al cambiar la cifra del perio- 
do aritmetico da 1 a 10, da 10 a 100, da 100 a 1000, ec., 
cosi in alcune tavole suole tralasciarsi, notandovi la sola man- 
tissa ; per la quale, poiché le tre prime cifre pc’ numeri suc- 
cessivi interi non cambiansi ebe di tratto in tratto, hanno però 
taluni più recenti costruttori di tavole introdotto il costume 
di non notarle che dove un tal cambiamento ha luogo ; sic- 
ché per compiere la mantissa , ove manchino , bisogna sup- 
plirvi le tre prime cifre dalla più prossima ove si trovano. 

501. E poiché , la moltiplicazione di un numero per 10 , 
100, 1000 , re. non fa altro che accrescerò la caratteristica 
del suo log-mo di 1 , 2 , 3 , ec. senza alterare la mantissa ; 
si vede però , che i numeri composti dalla stessa cifra con 
seri in fine dell' un di essi , che ne variano però il valore al 
decuplo , centuplo , ec. debbano avere la stessa mantissa. 

502. In oltre, poiché i log-mi de' numeri interi tra 1 e 10, 
cioè gl’ indici corrispondenti alla base 10 per rappresentar 
tali numeri, debbono costituire una progressione aritmetica , 
e lo stesso per gli altri de' numeri da 1 I a 09 , da 101 a 
999 , ec. , si vede però, che essendo più estesi i termini di 
tal progressione a misura che cresce il grado del periodo a- 
ritmelico in cui sono compresi , debba la dillcrenza , o 
ragione della progressione andar sempre minorando ; di tal 
che i logaritmi de' numeri prossimi 1’ un 1' altro si minorino 
in differenza , a misura che sì aumenta la grandezza di essi 
numeri ; e però debba esser maggiore la differenza tra log. 3 
e log. A , che tra loijA 03 c log. 104 ; e questa ancor maggio- 

54 Essendo esse calcolate con un numero di decimali maggioro di 
quelli che vi si è poi ritenuto, possono considerarsi esatte fino a questo 
grado decimale, valutando l'errore a! più dalla cifra decimale seguonte. 
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re dell’ altra tra /ojf.1003 e log. 1004 ; c cosi in appresso . 
Quindi crescendo di molto il periodo in cui sieno compresi due 
numeri successivi, particolarmente per quelli oltre i 100000, 
dove giunge la maggior parte delle più accurate tavole, la dif- 
ferenza de’ loro logaritmi debba diventar piccolissima 5i . 

503. Su questo principio è fondata la ricerca di un loga- 
ritmo clic non si rinvenga precisamente nelle tavole , e del 
problema inverso; come può vedersi c nelle spiegazioni mes- 
se in principio di queste “, e ne’ trattatili! di logaritmi che 
trovansi in alcune Aritmetiche . 

504.l)ccsi pure avvertire, per 1’ intelligenza delle calcola- 
zioni per logaritmi eseguite in opere de moderni, essersi intro- 
dotto I uso, a fin di evitare la caratteristica negativa de nu- 
meri frazionarli, di accrescerla di 10 ; il clic non obbliga ad 
altro se non se alla fine del calcolo di minorare la caratteri- 
stica del risultamenlo, che si troverà mollo grande, di laute 
volte il 10 , per quanti saranno stali i log-mi di quantità fra- 
zionarie che in esso entravano ; e ritrovar poi il numero cor- 
rispoudentc alla caratteristica così ridotta. 

505. Def.xxix. Questa differenza del log-mo di un nume- 
ro dal 10 è ciò che dicesi complemento aritmetico . 

50ti.E poiché nel sottrarre il log-mo di un numero dal 10, 
con tanti zeri quanti ne ha la mantissa del log-mo, si viene a 
sottrarre la prima cifra di questa dal 10 , e poi ciascun al- 
tra dal 9 ; perciò un tal complemento si può ottenere con 
faciltà cominciando a sottrarre la caratteristica del log mo 
dal 9, e successivamente anche dal 9 ciascuna cifra della man- 
tissa, lino all’ ultima che si sottrarrà dal 10 : avvertendo che 

JS Ciò verrà dimostrato ancora nel trattar gpncralmrnté de log-mi 
nel voi. Il ; c può anche verificarsi col prendere tati differenze nelle 
tavole. 

56 Si potrà riscontrare specialmente quella premessa alta edizione 
delle favate del Gardiner fatte m Firenze da’ PP. scolopii Canovai , e 
dot Ricco . 
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se in fine di questa vi fossero de zeri , si deve prendere per 
ultima cifra quella che precede i zeri. E questa operazione r 
come vedesi, si può facilmente eseguire sulle stesse tavole , 
senza aver bisogno di scrivere i due numeri per sottrarre 1 Ur 
no dall' altro. 

Così volendo il complemento aritmetico del log-ino di 150, 
eh’ è 2,1760913 , cominciando a sottrarre tutte le cifre, dal 
2 lino all’ 1 , dal 9, e 1 3 dal 10 , esso sarà 7,8239087. 

507. Si ha dall' uso del complemento aritmetico 1’ altro 
vantaggio di cambiare la sottrazione de’ log mi in somma . 
Imperocché chi dovendo sottrarre da un logaritmo un altro , 
vi aggiugnesse in vece il complemento aritmetico di questo, 
si troverebbe avere nel tempo stesso sottratto dal primo 
logaritmo il secondo, ed accresciuta di 10 la sua caratteristi- 
ca ; c però non dovrebbe far altro , per ottenere 1’ effettiva 
differenza di que’ logaritmi , che cancellare la prima cifra a. 
sinistra nella somma avuta. 

Cosi , poiché volendo dividere il mimerò 155 per 5, bi- 
sogna dal log-mo del 155 sottrarre quello del 5 , per avere 
il log-mo del quoziente 31 ; si otterrà questo in altro modo- 
sommando a 2,1903317 log-mo di lóà 

9,3010300 compì. arit. di log,i 
e cancellando in tal somma 
11,4913011 

la prima cifra 1 a sinistra , sicché diverrà 

1,4913617 log-mo di 31 quoz-di 155- per S. 

508. Or impiegando i complementi aritmetici de’ logarit- 
mi , e non valutando i risullamenti che hanno lnogo nel cal- 
colo, che al termine assoluto di esso , spesse volle avviene, 
che 1' ultimo risultamene sia tale, che la caratteristica, del - 
1’ ultimo logaritmo trovisi si forte , da potersi olUmere- I» 
diminuzione di essa di tante volte 10 , per quanti compie 
menti aritmetici di logaritmo si sono introdotti nel calcolo - 
Ma se ciò non avvenga, c che in line si trovi tal caratteri su 
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ca , che non sia suscettiva della diminuzione indicata ; in 
tal caso è manifesto , che quest'ultimo risultamento corri- 
sponda ad una frazione : c per ritrovare qual sia , bisognerà 
o eseguire la diminuzione nella caratteristica , e poi valuta- 
re il fratto corrispondente al risultante logaritmo negativo , 
o pure procedere come nel seguente esempio . 

509. Suppongasi che da un’ operazione ove siasi introdot- 
to un solo complemento aritmetico siane risultato il logarit- 
mo 8,7322350 : è chiaro , che essendo la caratteristica di 
questo minore di 10, quel risultamento cui esso corrispon- 
de debba essere un fratto, il cui logaritmo dovrà esser quanto 
il dato meno 10 , cioè meno il logaritmo di 10000000000. 
Ma il logaritmo dato meno quello di 10000000000 è quan- 
to il logaritmo del fratto che ha per numeratore il nume- 
ro corrispondente al logaritmo dato , e per denominatore il 
10000000000. Adunque sarà questo il fratto cercato . Che 
perciò la regola per facilmente ottenerlo sarà quella di cer- 
care il numero corrispondente al logaritmo dato, considerato 
come logaritmo di numero intero, e segnare in esso dieci cifre 
decimali. Vale a dire, che essendo quel numero 539802800, 
il fratto cercato sarà espresso da 0,0539802500. 

510. E se il calcolo non esiga grandissima approssimazio- 
ne, coni c d' ordinario, allora basterà minorare la caratteri- 
stica di tante unità di quante bisogna, perchè cominci a ritro- 
varsi nelle tavole ; e tante cifre decimali di meno segnare 
nel numero che le corrisponderà in queste . Imperocché è 
chiaro, che cosi facendo siasi venuto a dividere il numeratore 
e ’l denominatore del fratto decimale richiesto , per lo stesso 
numero delia processione decupla; se non che il numero ot- 
tenuto per numeratore siasi ottenuto con minore esattezza di 
quello che si sarebbe avuto conservandovi la sua caratteristi- 
ca,c determinandolo col metodo che sta accennato nel §.503. 
Così nel caso precedente minorandosi la caratteristica del lo- 
garitmo dato di 5 unità, esso sarebbesi ridotto a 3,7322350, 
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il quale corrisponde nelle tavolcaX numero 5398, in cui segnan- 
do solamente 5 cifre , per le 5 unità di cui si è minorata la 
caratteristica, si avrebbe il fratto cercato espresso in decimali. 

511. Dee pure avvertirsi , al proposito della maniera di 
usare del complemento aritmetico , che se mai la quantità 
alla quale corrisponde un logaritmo risultato da un calcolo , 
ove siensi introdotti uno o più complementi aritmetici , si 
elevi a potenza ; in tal caso dovendosi quel tal logaritmo 
moltiplicare per V indice della potenza, si troverà la nuova 
caratteristica tanto supcriore alla vera , per quanto ne dino- 
ta il prodotto 10 per lo numero de’ complementi aritmetici 
introdotti nel calcolo , e per 1’ indice della potenza. Cosi , 
per esempio, se era un solo il complemento aritmetico intro- 
dotto nel calcolo , e clic la quantità corrispondente al risul- 
tamelo logaritmico ottenuto si fosse supposta elevarsi a cu- 
bo, si avrebbe una caratteristica 10x3 più forte della vera. 
E similmente si vedrà che nell’ assegnare in casi simili al po- 
c’ anzi descritto il logaritmo della radice, la caratteristica di 
questo si trovi essere più forte della vera di quanto ne dino- 
ta il 10 moltiplicalo pel numero de’ complementi aritmetici 
introdotti nel calcolo , e diviso per 1 ' indice della radice. 

512. Prima di lasciar le teoriche di questo capitolo no- 

teremo, che per costruir le tavole logaritmiche non sia stato 
necessario assegnare quelli di tutt’ i numeri , dall’ 1 fino al 
grado cui giungono le tavole ; ma solamente quelli de’ nume- 
ri primi : poiché gli altri risultando dal prodotto di questi, o 
da loro potenze, facilmente se ne otteneva il log-mo , som- 
mando quelli de’ loro fattori , e prendendo il log-mo della 
radice tante volte quante l’indice della potenza ne dinotava. 
Così log. 35 = log . 7 -f- log. 5 

/ 0 / 7 .IO 5 = log . 3 log . 5 -f- log . 7 
log. 25 =• log.y= llog.b 
log. 125 = /o0.5 , = 3/oj.5 
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Usi del calcolo lotjarilmico nella comune Aritmetica. 


513. Questi usi sono abbastanza indicati dal §.498, vale 
a dire che i log-mi possonsi convenevolmente adoperare in 
tutte le operazioni ove richiedcsi moltiplicazioni , e divisio- 
ni , elevazioni a potenze , o estrazioni di radici . 

Cosi : il quarto proporzionale in ordine a tre numeri dati 
si troverà sommando i log-mi del secondo e del terzo , e sot- 
traendone quello del i°; un tal residuo sarà il logaritmo del 
numero cercato ; il quale apparirà dalle tavole , o per mez- 
zo di esse si potrà ritrovare. 

Il log-mo del terzo proporzionale si otterrà raddoppiando il 
log-model 2° termine , e sottraendone quello del primo. 

E : quello del medio proporzionale si avrà sommando i 
log-mi de termini dati , e prendendone la metà. 

514. In oltre : Una potenza mollo grande di un numero si 
otterrà più facilmente , senza eseguire le successive moltipli- 
cazioni , e senza incorrere alla formolo del Newton , con as- 
segnarne per logaritmo quello della radice data moltiplicalo 
per f indice della potenza. Ed è per tal modo, che si è otte- 
nuto il numero corrispondente a 2 64 — 1 , espressione risul- 
tata dal problema II. (488.) . Imperocché 

log. 2*’ = 64 log. 2 = 64x0,3010300 = 19,2659200 
in cui lacaralterislica 19 già indica dovervi corrispondere un 
numero di 20 cifre (495.) , come quello ivi assegnato per 
mezzo delle tavole. 

515. Cosi pure volendo estrarre la radice dodicesima dal- 
la potenza 7 di 2. 


Essendo \/'2 7 = 2’* , sarà log.\J2'> — log. 2” = —log.’! 

1 2 

7. log. 2 2,1072100 


12 


12 


12 

0,1756008 , 


il qual log-mo trovandosi corrispondere ad 1,49837, sareb- 
be questa la radice richiesta. 
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e però 


Usi di vn lai calcolo nel maneggio di alcune equazioni. 

516. Qui non faremo altro, che indicare il modo da risol- 
vere per mezzo de’ log-mi le equazioni V,V1II, XII, e XVI 
del jj. 484 , come indicammo nella noterella 47. 

1 .L’ equazione V. q"~ ' = — 

dà , passando da numeri a’ log-mi 

(n — I) log.q = log.t — log. a 
« — 1 = %• t~log. a 
log.q 

, • log.t — loq.a 

log.q 

2. Per 1’ equazione Vili. 

«?” = (?—*)* + « 
si ha log. a + n log.q = log. [ (^ — 

n _ %•[(?— *)* + «] — Ioga 

log.q 

3. Per 1’ equazione XII. 

[ — (? — *>] =‘ 
si ha log.[qt — (q — 1)i] -f (« — 1 ) log.q = log. t 

ed - f _ log.t— log. [qt— (q — <> ] 

log.q 

ossia „ = 1 + fy-t-log - r qt-(q-\)s} 


e quindi 


log.q 


4. Per P equazione XVI. 

t(s — t)"— = a(s — a)"— 

si ha 

log.t + (n— 1) log.(s — t) — log. a + (n — i)log.(s—a) 
e però 

(ti — 1) [ log.(s — o) — log.{s — t) ] = log.t — log. a 

log.t — log -a 


n — 1 = 


•d 


log. (s — a) — log. (s — t) 
log.t — - log. a 


log.{s — a) — log.(s — t) 


+ 1 
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CAPITOLO XVIII. 


Esercizio di problemi la cui soluzione è rondata sul- 
le FORMOLE STABILITE NB’tRE PRECEDENTI CAPITOLI. 


Problema I. 

517. Un padre di famiglia cui nasce una figlia , vuol co- 
stituirle la dote impiegando per ogni anno , finché la marita, 
1 grano nel primo giorno deli anno , 2 nel secondo , 3 nel ter- 
so , e così continuando fuw al dì 365° dell'anno. Egli la ma- 
rita al terminare il 14° anno : si vuol conoscere la dote. 

Soluzione. 

La formola II. * = ( o -f- t del §. 423 

in cui a = 1 , I = 365, n = 365 , da per la somma s am- 
massala io un anno due. 667.95 ; c però per 14 anni , 
f/tir.9351 .30 . 

Problema li. 

518. Un corpo cadendo liberamente dalla quiete percorre 
nel primo minuto secondo di tempo palmi 18,57 napoletani ■ 
nel secondo di tali minuti il triplo di pai. 18,57, il quintu- 
plo nel terzo secondo, e cosi sempre continuando pe’ successivi 
numeri caffi . Or esso ha impiegalo a discendete fino al pia- 
no 7 secondi . Si dimanda l' intero spazio percorso. 

Soluzione. 

La formola XV. s = " a + del §.423 

2 J 

in cui a= 18,57, n = 7, d = 2.l8,57 = 37,14 diviene 
•/, ( 7 x 1 8, 57 + 7 x 6 X 37,1 4 ) = 844,935 
eli’ è 1’ altezza cercata . 
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Problema 111 . 


5l9.t7/ifl data somma di denaro accrescendosi per un an- 
no delta sua parie m , divenga con questa un nuovo capitale , 
che « accresca per un altro anno della sua parte m , e così 
continui per un numero n di anni. Si vuole di essa il valore al- 
la fine di questi . 

Soluzione. 


Sia a la somma proposta , clic diverrà 

a 1 \ 

dopo il 1 “ «tino ad . • . . . . = a I j 

" v + = “Crr) 

• iv /m + 1\’ a fm + 1 \ 

dopo « 3 anno al \ d 1 1 = al — ! — \ 

dopo il 4* anno ) = -(^) ' 

E con questa legge continuando , essa 

dopo n anni sarà ^ 

520. Sia in un caso a = 1000 due. , de’ quali essendosene 
fatto l’ impiego alla ragione del 5 per 1 00 , cioè del vente- 
simo del capitale, sarà m = 20 ; e supposto n = 1 00 anni, 
la formola di sopra esposta diverrà 

( 21 

ss) 

da valutarla per logaritmi nel seguente modo 

log. = log. 1 000 + 100 {log . 21 — log. 20) 

e presi log. 21 = 1,3222193 

log . 20 = 1,3010300 


c presi 


log.^r = 0,0211893 
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che moltiplicalo per 1 00 ( 

*< 100 2,1189300 

ed aggiugnendo io^.1000 = 3,0000000 
sì La il log. del cap ccr . zzz 5,1189300 

al qua!" zorrisponde nelle tavole il numero 131501. 


521 . La forinola 


.fili) 

\ m y 


contiene tre elementi , cia- 


scun de’ quali , dati gli altri due , può dtle-jiinarsi con una 
condizione die vi si apponga . Così : 

1*. l'olendo determinar dopo quanti anni una tal somma di- 
venga del valore k, dovrà risolversi I equazione 

< 4 - 7 =* 

per determinarvi la n, il che si ottiene per log-mi nel seguen- 
te modo 

log. a -|- n (jog.(m +1) — log. m) = log.k 

. log.k — log. a 

log.{rn - p 1) — log.m 

che potranno i giovani esercitarsi in valutaila ne’ casi par- 
ticolari . 

A questa forinola riducesi la soluzione del 

Problema IV. 

Una popolazione a si accresca in ogni anno della sua pat- 
te ni, si vuol sapere dopo quanti anni si troverà raddoppiata . 

2*. Se vogliasi conoscere la somma da impiegare pernii dato 
numero n di anni alla ragione data della parte m per 100. 
Dall’ equazione 

< 4 - 7 =* 
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C ui \» 

Ì7+ 7/ 

che nel caso di n molto grande , a voler facilitare il calco- 
lo con V uso de log-mi , si avrà 

log. a = log.k + n ^ log. m — log.(m + !))• 

A questo caso corrisponde il seguente 

PnOBLEUA v. 


422. Un certo deve ricevere dopo n anni una somma k dal 
suo denaro impiegato ad interesse composto alla ragione del- 
la parte m di ogni 100 ducati per anno ; ed avendo bisogno 
del denaro prontamente , il debitore glielo vuole pagare . Si 
cerca guanto gli debba dare, per la. detrazione degl' interessi 
successivi negli unni n. 


Che rimane però risoluto con V anzidetto forinola. 

Quindi se una tal somma k fosse di 1000 due. impiegali 

al 5 per 100, cioè ad del capitale , c però m = 20 , da 

dovere scorrere ancoia 5 anni per riceverla, volendola al mo- 
mento , se ne avrà il valore dall equazione 

log. a - log. 1000 + 5 ( log. 20 — log. 21 ) 

n,00000o000 
— 0,105946405 

^594053505 


dal qual log-mo si rileverà dalle tavole il numero <83,5. 

per la somma richiesta. t 

3". L volendo finalmente conoscere la ragione alla guato 
dovrebbe impiegarti t! denaro .peniti il capitale a divenisse 
k dopo un minierò a di anni. 

fin 4 - 1 1 


/n« Ix" , 

Dall' equazione a f — — \ — K 
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si avrebbe m = - 



e valutata la y — , ove convenga, per log-mi , si avrà il va- 
lore della m . 

Dipende da questa formola la soluzione del 
Problema. VI. 

Ritrovare l aumento annuo di una popolazione , che in n 
anni si è raddoppiala. 

Problema VII. 

523. Stando lutto come net problema III. , si aggiunga in 
oltre in ciascun anno alcapilale che vi corrisponde la somma b. 
Se ne cerca il valore dopo n anni . 

Soluzione. 


Ripigliando la soluzione ivi data , ed aggiugneudovi la 

nuova condizione si vede , che il capitale diverrà 

C m + i \ 

J + b 

/m + 1 \ • / m 4. j \ 

dopo 112“ anno — — — J -f ^ J b .pi, 

. -, -O / m + 1 \* /'® + l \ 1 /ro + l\, 

dopo ti anno al — — — I _p f J b + / — — — 1 <> + è 

*•“— r-f 2 )* * r-f 1 )'* + =^ i+ ' 

♦C= : s 1 >+» 
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la quale espressione divietasi in due parli , I’ una identica 
a quella già ottenuta nel risolvere il problema III , che ne 
rappresenta il 1” termine, c l'altra, a cominciar dal 2” termi- 
ne, l e una progressione geometrica, la quale invertita ha per 


primo termine b , 1’ ultimo termine è 



sponente è 


m + 1 

m 


che però ( usando la forinola XVII. 


del S. 484 ) si ha la somma 


E però 1 intera espressione di quel capitale sarebbe 

il cui valore , ne’ casi particolari , potrà calcolarsi per lo- 
garitmi , come si vede qui appresso. 

524. Se il capitale a fosse di (lue- 1000 , impiegato al 5 
per 100 per 25 anni , sicché sia m = 20 , « = 25 ; e che 
la somma b aggiunta annualmente fosse di due. 100 , il cal- 
colo sarebbe il seguente 

log 2 ~= 0,021189299 

che moltiplicalo per 25 

da 25 log.— = 0,5297324760 

ed ò / O£ /.(1000 + 20000)= 3,4771213135 
Somma = 4,0068537885 


al qual log-mo corrisponde il numero 10159,1 due. per pri- 
ma parte del valore richiesto , dal quale dovendo sottrarsene 
20x200 = 2000 , si avrà per esso il valore 8159,1. 

525. La forinola del §. 522 può dar luogo agli stessi 
casi che per 1 altra del probi. 111. si sono considerati nel 
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§. 521 e che crediamo superfluo. di esporre particolarmente , 
lasciando ciò ad esercizio de' giovani . 

52 G. Se invece di aggiugnersi in ciascuno anno la somma 
b al capitale , se ne fosse detratta , si vede dalla calcolazio- 
ne ivi l'alta , che la foratola esprimente il capitale ridotto 
dopo n anni sarebbe 

(a vib) ( m >>( ’ y + mb 

sulla quale possono farsi le stesse considerazioni indicate nel 
tj. precedente. 

E di essa si valuterà la prima parte con 1’ uso delle ta- 
vole nel caso di n molto grande. 

527. Se in ciascuno de’ precedenti due problemi , e ne- 
gli sviluppi di essi , mentre la ragion dell’ impiego era ad 
anno , si avesse voluto il valor del capitale dopo mesi , o 


1 

giorni; in tal caso in vece della n basterà porre moltipli- 


1 

cato pel numero de’ mesi , o pure —r moltiplicato per quel- 


lo de’ giorni 

Cosi ( pel probi. III. ) essendo a — 100000 due. impie- 
gali al 20° del capitale per 8 giorni , la forinola 




diverrà 100000 


CIO* 


ed il suo logaritmo sarà equivalente ad 

-^rr-Oog. 21 — log. 20 ) + log. 100000 

= 4r( 0 ' m, ’ 895 ) + 5 

= 5,0004044 


al qual log-ino corrispondendo il numero 100107 , da quest» 
sottrattone il capitale 100000 rimarrebbe per interesse de- 
gli 8 giorni due. 107. 
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Problema Vili. 

2 aluno dovendo consegnile , per un numero n di anni , la 
somma h in fin di ciascuno , vuol cederla , dando all acqui- 
rente per frutto annuale la parte m del capitale. Si dimanda 
la somma che dovrà essergliene pagata all istante. 

Soluzione. 


Poiché la somma annuale h che gli veniva pagata dee ri- 
sultar da capitale ed interesse, supposto che quella da dover- 
glisi pagare all’ istante per la corrispondente al 1° anno fos- 
se x , si avrebbe 

x + i= ed x = _=*- = 1, 

Cosi chiamata x' P altra corrispondente al 2° anno , 

si avrebbe x‘ — h ( — ^ 

\m + I J 

E pel 3" anno x " = h ( ^ 

\m -f- 1 J 

f. procedende così innanzi per n anni , si avrebbe per 

l n-ttimo a n „ 0 —h C *” V 

\m -f 2/ 

Adunque dovendosi la somma da sborzarsi all’ istante com- 
porre da tutte quelle che sono risultate per gli anni succes- 
sivi , verrebbe però espressa da 


r w +{ 

r m 

m \ 

L M -f- 1 M 

v m -f \ 

) + U + \) 


in cui la progressione geometrica eh’ è nel vincolo pel nu- 
mero xvii. §. 484 riduccsi ad 

w * _ m ( m \" +l 

+ 1 V ro + 1 ) 

nella quale , se la n sia m. Ito grande , il secondo termine si 
valuterà pei mezzo de’ logaritmi. £ moltiplicando il valore 
di quel binomio per h si avrà la somma richiesta. 
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528. Supponendo h = 100 , « = 10 , m = 20 , cioè la 
ragione dell’ impiego del denaro da sborrarsi al 5 per 1 00, 
si avrebbe tal somma espressa da 



oTe il secondo termine del vincolo avendo il suo logaritmo 
espresso da 

log. 20 + M (log. 20 — log. 21) 

! 1,3010300 

— 0,2330823 

SS 1,0679477 = log. 11,6934 


che tolto da — = 19,0476 

dà 7,3542 

E però la somma richiesta è . , . 735,42 


Fine della pat te J. 
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ALLA PARTE I. 


Al §. Sò. — Questa nozione chiara delie quantità negativo ci dispen- 
sa dal ricorrere all' idea di sito , che nelle quantità algebriche astratta- 
mente considerate non deve arer luogo ; che anzi una tale idea di op- 
posizione di sito può essa dedursi dalla nozione da noi data della quan- 
tità negativa. Poiché ò chiaro, che se il punto A scorra da A verso B , 
B| b' A b c d B 

per generar la retta AB, le parti Ab, bc, cd. . . successivamente descrit- 
te dal punto A aggiugneranno continuamente alia grandezza della ret- 
ta, e però saranno tante quantità politivi. Sicché , se descritta la retta 
AB il puoto A ritorni indietro da B verso A , passando di nuovo per 
d, c, b , e però giugnendo in A, che vai lo stesso di togliere dalla AB, 
le Bd, Bc, B6 , BA ; allorché un tal punto sia giunto in A, se mai con- 
tinuasse a scorrere direttamente verso B' , in senso opposto alla AB , 
pervenuto che sarà in V, la Aid venendo a rappresentare la differenza 
tra la retta AB , e T altra B 4' , che n' è maggiore , dovrà risultare ne- 
gativa . 

Il segno — dee dunque considerarsi come indicante operazione fat- 
ta sulla grandezza cui esso é prefisso , e non come integrante della me- 
desima. E quindi si vede, che il segno negativo non debba alterare nes- 
suna delle affezioni che dipendono da sola quantità ; che però il rappor- 
to tra x e — y sarà lo stesso clic tra x cd y , rimanendo ad y il se- 
gno — , per dinotare la stessa opposizione , sia in operazione , sia in 
sito , che avevano da principio le quantità x , y. 

£ dalla considerazione del segno — da noi data è facile ancora rileva- 
re chiaramente, che nella moltiplicazione di una quantità negativa — A 
peruna positiva -f- B , il prodotto debba risultar negativo. Imperoc- 
ché siccome l' idea aritmetica della moltiplicazione si è , che I' un do' 
fattori debba sommarsi tante volte , quante tic indica l' altro , si vede 
però, che delibasi il — A sommare per le unità che sono in B , e però 
risultar negativo. 

Alla noia ». 7. — Siccome i primi algebristi italiani dissero cerno il 
quadrato, cosi il quadr.quadr. venne detto ccnso-ccnso. Ed il quadr.eubo, 
o sia la quinta potenza il dissero retalo /*’ , denominando poi cento-cu- 
bo , o cubo-cnuo la sesta potenza , relatn 2° la settima , cento-censo. 
tento l'ottava , cubo-cubo la nona : c cosi in seguito , come può veder- 
si nell' opera di fra Luca ( Summa ile Aritmetica ec. ) , che proseguo 
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tali denominazioni fino a potenza trentesima, o ancor presso Tartaglia, 
nel suo generai trattato di numeri e misure. Le quali cose, come ancor 
altre simigliane accenniamo per spianare a' giovani I' intelligenza del- 
le opere de' primi algebristi italiani, le quali al presente non si leggo- 
no , principalmente per la difficoltà d' intenderne il linguaggio ; ond' e 
che facilmente si cade in equivoco di prendere per nuovo talune ri- 
cerche assai giudizioso , che a quelli si appartengono , o almeno che 
da essi luono avuto principio . 

A %§.dal 27 al 3 !. — fn questo modo sombrami essersi conseguito lo 
scopo di rendere alle quantità algebricamente considerate quella gene- 
ralità di concetto , ed uniformità di natura che loro è propria , o cho 
toglievasi ad esse con istituirvi sopra calcolazioni diverse , proponendo- 
vi regole speciali per ognuna di queste. Ed in oltre ricorrendo all’ indu- 
zione per estendere alte esponenziali frazionarie la stessa regola che per 
.le intero . 

Al §. 41. — La Geometria può ad evidenza ridurre la regola qui in- 
direttamente dimostrata per la moltiplicazione di — A per -J- B , e di 

A per — li, nel seguente modo, 

C db 


A I» B 

Dinotisi la quantità a per la retta Alt , e 1’ altra b per la retta Ab, co- 
me pure la c per la Al'. , che suppongasi ad angolo retto con la AB , e 
compiansi i rettangoli Al) , Ad. Saià A(= a — 6 , ed il rettangolo Ad 
sarà rappresentato dal prodotto di a — b per c ( Vedi nota in fine degli 
i’tcm.di Enel.). Ma un tal rettangolo è quanto 1' altro Al), cioè , aXc, 
toltone iD , ciocàXe.o però quanto a Xc — l>Xe- Adunque 
(a — b) X? — aXc — t>Xc 
C I) 


d 


A /> B 

Or_sia AB — ' a, 116= b. e pei ó Aà = AB — Ab — a — b. Parimcn- 
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le AG = e , Ce — d , e però A e = e — il . Il proilollo (a — b) X (e— d) 
rappresenterà Ad, il quale è quanto l' altro Al) meno lo gnomone CdB. 
Ma Al) = ABXAC = aXe, òl> = bxc • cD=aXd, equeslidue 
rettangoli ID , ci) «sperano lo gnomone Citi) pel retta ngolclto di) , cioè 
6BX2e=èXd. Adunque so daaXctolgasi fcXc + aXd »i verrà a to- 
gliere dal rettangolo BC lo gnomone Odi! più il rcltangoletto l)d ; e pe- 
rù pereliè risulti Ad dovrà a quella differenza aggiugnersi il rcltango- 
Ictto di), ossia £>Xd . Laonde il prodotto di a — b per e — d sarà rap- 
presentato da aX c — I>X e — «Xd + I>Xd > c quindi il prodotto di 
— b per — d sarà + &Xd. 

E di questa intuitiva maniera di ciò dimostrare si valsero Diofanto , 
ed i primi analisti ‘italiani. 

lina tal dimostrazione comprova nel tempo stesso , che il prodotto di 
n + 6 per c + d si abbia moltiplicando ciascun termino dell un fat- 
tore , per ciascuno del! altro. 

L’ Algebra potendo ricevere dalla fìeometria chiarimento in molti 
suoi principii, come da' primi analisti italiani , e dagli altri che calca- 
rono le loro orme fino a tutto il secolo XVI. si vede fatto , non trala- 
sccrcmo ancor noi qui di valercene a proposito , imitando anche il 
giudizioso analista Lhuilier , il quale fece lo stesso in fine do’ suoi E- 
lémens d' Algebre , dolendosi che i matematici moderni avessero tra- 
scurata 1' applicazione della Geometria all' Algebra. 

Al §. 76. — Una (al verità risulta anche dimostrata dalla 5", o dal- 
la 6* del lib. IL di Euclide. , 

Al §, 98. — Perché apparisca sott’ occhio ciò eh' è dello nella con- 
cliiusione di questo § , basterà ritornare dall’ ultimo passaggio di esso 
al primo, da che si avrà R = R'Q", quindi B = R(V -f- R'= R'Q'Q" 
+ R', ed A = R'QQ'Q" + R'Q + R'Q" • E »i vede che le espressio- 
ni di A , B ridotte ne' loro fattori non abbiano altro divisore comune 
che R' . 

AI cap, VII. — Ciò clic intorno allo frazioni continue si è recalo in 
questo capitolo è quanto bisogna per lo applicazioni a farne in seguito 
nel presente trattato elementare : ma un tale argomento dovrà esser poi 
ripigliato c compiuto nel voi. II , trattandovi le ricerche sulle Serie . 

Al §. 178 — Por dilucidazione del passaggio della formola per m r- 
ìcmcnti a qnella per m-f- 1 si osservi . che accrescendosi un elemento. 
questo potrà combinarsi, a ciascuna delle combinazioni e permutazioni 
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già ottenute, in ro-f-1 modi, e però die le combinazioni con tulle quel- 
le dovranno ancora risultare ni 1 , Laonde la forniola 
m( m — 1 ) (m — 2) .... (m( in — 1) ) 

si cambia nell' altra 

{m +1) m'm — 1). . . ((w + 1) — m) 
o sia in quella d identica forma alla prima , cioè 

m' (to'— 1 ) ( m'— 2 ) ( m' — ( m' — 1 )) 

Ed essendosi veduto clic la prima delle forinole esposto conveniva 
lino alle combinazioni e permutazioni quadernario di quattro elemen- 
ti , ben si rileva che da essa ne derivi la stessa pe’ gradi successivi . 

.41 eap. IX- — Crediamo clic debba riescire assai utile a' giovani a- 
nalisti la maniera elementare come troveranno qui esposta la forinola 
generale per I' elevazione del binomio ad una potenza indeterminata , 
sulla quale dovremo aucor ritornare nella continuazione del presenta 
Cono di Analisi algebrica. 

Al §. 185. — Il dotto analista Guglielmo Libri , che professando con 
decoro le Matematiche nell Università di Parigi, ed in quell' Accademia, 
non ha dimenticato di essere italiano , ed ha anzi cercalo onorare que- 
sta sua regione nobilissima con un lavoro diffìcile c pieno di erudizione 
sulla storia dell'Algebra in Italia (che per esser conseguente a'suoi prin- 
cipe, ed all'oggetlu avrebbe dovuto scriverlo in nostra lingua) prolungan- 
do un poco lo sue vedute , come suol succedere a chiunque s' investe di 
un assurdo nazionale, ha creduto clic la forinola detta del X tutoli per 
l'elevazione di un binomioa potenza intera si appartenesse al Tartaglia, 
dalla cui opera quel sommo ingegno traendola , senza dirlo , avesse in- 
dotti gli analisti moderni ad attribuirgliela. Ancor io sono animato dallo 
stesso suo spirito , c I ho sempre dimostrato fin dalla prima età , nette 
poche coserelle da me pubblicato ; ma non vorrei che si stiracchiasse 
poi lantoda pregiudicare ad una buona causa clic noi abbiamo , e elio 
tuli j la gelosia delle altre nazioni , c specialmente francese non ci po- 
trà distruggere . Il 'battaglia , non v’ ha dubbio , diede un modo inge- 
gnoso per esibire la potenza intera di un binomio , ma questo fondavasi 
del tutto su i coefficienti della potenza di esso precedentemente ottenu- 
ta, né (allevasi col modo eh egli ue assegna esibire la potenza n di un 
binomio senza aver prima stabilita la potenza n — 1 del medesimo ; sic- 
ché per lui 1 induzione procedeva sempre di grado m grado, nè poteva- 
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li da nn certo segno cui erasi giunto spingere innanzi fino a quel grado 
che piacesse , trascurando tutti gli altri intermedi. (Veg.il cap.ii.ro!. I. 
del gtmral Imitato de numeri e misure ) . E perchè del procedimento 
Tartagliano si abbia un'idea più chiara , l’ indicheremo qui nel seguen- 
te modo .' 

a c b 
mi. 1 1 nu. 


te. I 2 t ce. 

cu. 1 3 3 1 cu. 

ce.ce. 14 6 4 1 ce.ee 

rel.l 0 15 10 10 5 1 rei./ 0 

ce. cu. 1 6 15 20 15 6 1 ce. cu. 

rei. 2° 1 7 21 35 35 21 7 1 rel.2° 

ce.ce.ce, 1 8 28 56 70 56 28 8 1 ce.ce.ee 

cu.cu. 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 cu.cu. 


Egli rappresenta il binomio dato per le parti ac , rè della retta acb , 
a ciascuna delle quali suppone segnato il cocrtìciente 1 de' termini del 
binomio , indi sommando questi scrive II 2 al di sotto tra essi come 
coefficiente del 2° termine del quadralo , ponendovi fuori a sinistra o 
destra 1' 1 > 1 coefficienti del primo e terzo termino di tal potenza , ed 
accanto l' indicazione ce. ( cento ). In oltre sommando I’ 1 col 2 , e 'I 2 
con I' 1 ottiene 3 , 3 coefficienti del secondo e terzo termine del cubo, 
che scrive in altra linea sottoposta a quella de’ termini del quadrato, po- 
nendovi al di fuori Y 1 , 1 coefficienti dal primo e quarto termino . ed 
accanto l' indicazione cu. ( cubo ). Passa indi a sommare I' 1 col 3, il 3 
con I' altro 3 , poi il 3 con VI , ed ha i coefficienti del secondo terzo e 
quarto termine della quarta potenza , che scrive in altra linea sotto- 
posta tra quelli del cubo , da’ quali gli ha rispettivamente ottenuti ,con 
porro fuori I' 1 , 1 coefficienti dal primo ed ultimo termine di tal quar- 
ta potenza , indicandola accanto cr-ce. ( cento-censo ) . E cosi condona 
fino alla potenza undecima , venendo per tal modo a rappresentare un 
triangolo equilatero diviso da linee trasversali parallele a’ lati , di cui 
ciascuna di quelle parallela alla base contiene i coefficienti de' termini 
di ciascuna potenza , e quelle parallele a ciascun lato dinotane i coef- 
ficienti de' termini delle successive potenze , equidislanti dal primo ed 
ultimo . E fa maraviglia che f ingegno acuto c perspicace del Tarta- 
glia non avesse ravvisato nella figura che rappresentava , che indican- 
dovi il vertice ancor con 1, i coefficienti di ciascuna potenza dal secon- 
do al penultimo si componevano dalla somma successiva di quelli de 
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numeri della linea precedente fino a tal tonnine, cominciando sempre 
dall' I. Sicché il 2 coefficiente del secondo termine del quadrato nasceva 
dalla somma di 1,1, primo c secondo della linea precedente , il 3 dalla 
somma di 1,1,1, del primo al terzo termine di tal linea, e cosi insegui- 
to ; o che cosi venivano a risultar essi i termini della progressione arit- 
metica do’ numeri naturali, corno egli puro ebbe avvertito.Similmenle il 
coelTiciente 3 del terzo termine del cubo , eh' è nella terza linea in se- 
condo luogo, nasceva dal sommare i numeri 1, 2. primo o secondo 
della linea precedente ; quello C del terzo termino della quarta poten- 
za , dal sommare i primi tro della linea precedente ; o cosi in appresso 
per essi , o po' seguenti , come riesce facile a ciascuno il vedero.E da 
ciò avrebbe anche potuto il Tartaglia ravvisare , eli essi coefficienti po- 
> levatisi costituirò dalla sola serie 

1 , 1 , 1 , 1 . 1 . 1 . 1 • . . 

eh' è l ' ordinale di 1° ordine , prendendovi la somma successiva dal 
primo termine in poi ; avendosi per quella de' coefficienti dpi secondo 
termine la serie de' numeri naturali 

1,2, 3,4;, 3,6,7... 
eh' è f ordinale del 2° ordine. 

Similmente dalla somma do' termini successivi di questa si avrebbero 
i coefficienti de’ terzi termini dello potenze del binomio , rappresentati 
da' Dumcri ordinali di 5° ordine . E cosi in seguito . E forse , se egli 
avesse presa in questo modo la cosa avrebbe potuto essere piò facil- 
mente indotto ad assegnare una maniera generalo da indicare i coeffi- 
cienti di qualunque potenza de' termini di un binomio , partendo dat- 
1‘ indice di esso , come posteriormente fece il Newton , derivando tali 
coefficienti a dirittura dall' esponente stosso della potenza , ed in modo 
che per essa non fosse bisogno di alcun' altra potenza precedente . Ed 
una diversità marcata tra le due formolo risultava evidentemente da 
che la prima procedeva da una somma continuata di coefficienti, l’ altra 
otticnsi da un prodotto successivo degli esponenti. Nè perchè 1' una può 
farsi rientrare nell' altra dee dirsi che I' una dall' altra dipenda : impe- 
rocché è ben chiaro che cosi debba avvenire subito che l’ una o I' altra 
esprimono il numero slcsso.Convien dunque dire, che ben degno di lode 
era lo sforzo del Tartaglia in cercar una via da risparmiar la moltiplica- 
zione successiva, per ottener la potenza di un binomio , ed ingegnosa 
assai era quella alla quale ei pervenne ; ma che certamente non è da 
essa che il sommo Newton trasse quella assai più acconcia c generale, 
di cui gli analisti gli sono riconoscenti , intitolandola col suo nome ; 
ne che possa però dirsi . che » I' on doit s' clenncr que d' autres géomé- 
tres s'en soient attribuì- 1 honneur n . 
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§.222.— Risolvere un problema non è silfo , clic rendere espliciti 
quo' rapporti tra le note o lo incognite di css& , die implicitamente con- 
tcneansi nelle condizioni assegnate dal proponente. E come che la con- 
venevolezza di queste non ptiò scorgersi clic dall' intraprenderne l'ana- 
lisi , o dal compimento di questa ; non è però il proponente in colpa so 
il problema riesca impossibile.o abbisogni di convenevoli modificazioni 
per esser possibile ; le quali cose spettano al risolvente, o costituiscono 
esse , in qualunque caso , la richiesta soluzione. Al qual proposito non 
ila superfluo recar qui la dottrina degli antichi po' problemi geometrici, 
che vale egualmente per gli aritmetici , de quali or trattiamo . Colui 
che propone tu» problema , ancorché non foste istruito , anzi inabile del 
tutto, sebbene proponga ciò che in modo alcuno non possa costruirsi (qui 
diremo ritrovarsi ) , i degno di scusa , c senza colpa . Poichi spetta al 
risolvente il determinare ciò, ed indicar quello che può o non può farsi-, e 
potendo farti , quando , in qual modo , ed in quanti modi ( Pappo in 
prfttc. del lib. II. Colteci. ) . La qual dottrina ho cercato illustrare noi 
presente libro , poiché su di essa vedeva incespicare non pur coloro 
che s'introducono alle Matematiche ; ma ancora taluni loro istituto- 
ri , attribuendo poi insanamente a difetto di chi sa la loro ignoranza 
su tale assunto (che cosi ora se ne introdotto il costume presso noi ) ; 
di che n' ò un chiaro argomento il terzo quesito del programma che fu 
proposto fm dal 1839 , per vivificare Io spirito geometrico , e sul quale 
non essendo state sufficienti le illustrazioni date ripetutamente in di- 
versi luoghi delie Produzioni relative ad esso pubblicate nel 18V1 , cer- 
cherò di nuovamente dichiararle , per istruzione di coloro che le igno- 
rano , nel presente libro , ne' trattati dell’ Invenzione geometrica , o ne- 
gli Opuscoli affini . 

A §§.24/ e 243. — Oltre a' problemi determinati , ed indetermina- 
ti , ve n’ ha a considerare ancora una terza specie opposta a questi , 
quando cioè il numero dello condizioni ecceda quello delle Incognite , 
cioè che si abbiano piò rapporti di quelli cho occorrono perchè il pro- 
blema sia determinato , c compiutamente risolubile . Iq questi casi , 
pel precetto stabilito nella precedente nota , spetta al risolvente l' as- 
segnare la più che determinazione , vedere se le condizioni suporflue 
sieno compatibili con le altre , da ridurre però il problema al nume- 
ro competente di esse , da esser determinato . come in realtà T era , 
difettando solo nella maniera com' era proposto ; di cho n' olire un e- 
sempio il problema risoluto nel §. 370 ; e talvolta ancora , se le con- 
dizioni eccedenti valgano a stabilire un tal rappoito tra dati del proble- 
ma da renderlo determinato ne' casi acquali quel rapporto abbia luogo; 
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«cme avverrebbe nell anzidetto problema cosi generalmente proposto : 

Determinar due numeri la somma de quali sia a , il prodotto b , c sia 
la differenza de' loro quadrali . le quali tre condizioni esposte algebri- 
camente , c maneggiate darebbero luogo all'equazione di condizione 
Ita quantità noto o 4 — e 1 = ba’b 

die verificandosi renderebbe il problema sempre possibile . Nè man- 
cano clementi di Algebra ne' quali questi casi siooo considerati . 

Finalmente ò notissimo , che il problema assolutamente più che 
determinato si scinda in più problemi determinati , staccandone di vol- 
ta in volta le condizioni superflue, e combinandole tutte in que' diversi 
modi che n ò suscettivo il loro numero , c nella quantità necessaria a 
rendere determinato il problema. E dee però colui al quale vien propo- 
sto un simil problema scinderlo convenevolmente ne' parziali , e risol- 
verne ciascuno. 

Or sebbene non si fosse tralasciato d’ illustrare le presenti dottrine , 
ne luoghi indicati nella nota superiore ; pure poiché ò questa la prima 
opera elementare che pubblicasi dopo le impertinenti sciocchezze non 
ha guari puerilmente ripotute da coloro cui dispiacque la proposta del 
programma , per non potervisi convenevolmente misurare , non è fuori 
proposito di fame l' applicazione ai problema geometrico die ne for- 
mava il terzo quesito. 

Il problema era di : hcrivmin una piramide triangolare quattro sfe- 
re , che si taccasicrotra loro e con le facce della piramide . Or sebbene 
mi avessi data tutta la pena nello considerazioni , che appena dato 
fuori il programma lessi alla R. A. delle Scienze di Napoli , e poi 
pubblicai per manifestare la natura , c la qualità di tal problema , pu- 
re, o che non bene mi s intese , o che non fui letto , o che non mi si 
volle intendere, si sono continuali a propalare su tale assunto una quan- 
tità di errori , che potendo riescire di danuoa' giovani inesperti , mi 
credo nell obbligo di qui dileguare. 

Il proposto problema è più che determinalo : ma ciò è ben diverso dal 
dirlo impossibile ( Vod. Considerazioni generali sul programma , a 
pag. 22 e seg, ) ; come da coloro in più eli un luogo si ò ripetuto . Poi- 
ché I ’ impossibilità ò tuli' altra cosa, clic può aver luogo ancora ne'pro- 
blemi determinati, quando i dati sieno ripugnanti a proprietà del sogget- 
to ; come chi dicesse di voler dividere il numero 10 in due parti il cui 
prodotto fosse un numero maggiore di 25 , quadrato della metà del nu- 
mero 10, Ma è da riflettersi , che quel problema sebbene più che de- 
terminato , e clic possa quindi scindersi in quattro determinati, che so- 
no simili perfettamente tra loro , sicché risolutone uno si hanno risolu- 
ti gli altri , ne mostra però ch'esso sia del genere di quelli che ajmnet- 
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tono una condizione tra' dati , perchè il problema diventi suscettivo di 
una compiuta soluzione nel modo coni' è proposto . Di Fatti nel caso pre- 
sente ciascuno de' problemi determinati in cui quello seindesi sarebbe . 
Iscrivere in tre angeli di una piramide triangolare data tre sfere , che si 
tocchino tra loro. E come cho gli angoli A, B, C, D della piramide com- 
binati a tre a tre danno luogo a quattro combinazioni, si vede però cita 
il problema si scinderebbe in quattro determinati. E questi essendo si- 
mili , cioè lo stesso problema variando senqdiccmcnto per un dato , le 
mostrano , che il proposto in generale diverrà risolvibile con assegnare 
la condizione perchè l' un de' secondi problemi dia per due dello sfere lo 
stesse che pel precedente risoluto , o sia assegnando a questo medo 
la specie della piramide . 

È questa la riduzione del problema Fattane dall' illustro geometra 
svizzero Stcinèr , che malo intesa da persona inabile a comprendere il 
linguaggio di un buon geometra , di cho costui spesso dolevasi quando 
n era da quella importunato stando in Napoli , l’ ha tratto in nuovi e 
più grossolani errori , e spinto malignamente a nuove impertinenze , 
pubblicale in un di quo' nostri sciocchissimi fogli volanti periodici . 
che scrvon solo per procurare una penosa sussistenza a quo miserabi- 
li , clic non hanno alcun mestiere . Ed io al contrario no traggo argo- 
mento d’ incoraggiare dopo ciò i giovani matematici, colti va tori di qua- 
lunque de' metodi , sia autico, sia moderno, a proseguire su queste ba- 
si la soluzione disi diflìcil problema, che ha dato luogo a tanto di- 
scussioni da cui sono veoute fuori dottrine utili alla scienza , da com- 
provar sempre più la grave sentenza di tiiov.Bcrnoulli , che : Probi o- 
mata profanerò in puhlicum non cartt utilitatc ; hac enim ratione ex- 
eilanlur et acuuntur ingenia, ac saepr aliguid eruttar in sdentine ia- 
crcmentum , guati alioquin abscondilum mantisse! ( Act. Lips. 1759.) 


A §§. 254 c 250. — Cosi pure l' equazione 

a;' — ox’ + ex’ — ucx' — x' bx — fx -\-bf~ o 
ridotta nella forma 

x 4 — [a — e] x* — arx' — x' — (è — f) x — b( 
li scinde ne' fattori 


x’— ax=x — b . x'-(a + l)x=- 
x*+cx = x+f Cl(w x’-He — l)x= + 

che risolute separatamente daranno le radici della proposta . 
Similmente I altra equazione 

x‘‘ — x* — 4x'* -}* 2x' + 5x’ — x — 2 — e 
ii sciu-Jc ne fattori *’ — 2x’ — x -j- 2 = » 
x 5 -f- x‘ — x — 1 = e 


» 

r 
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• lo radici di quell' equazione di 6° grado si otterranno del risolver» 
queste due del 3°. 

Al §. 2SG. — Un altro esempio per la presente regola è l'equazione 
x 4 — 2ax’ + o'i’ = 4’ + c' 
che eoo I' estrazione di radice da' due membri riducesi ad 
x’ — ax = + V {&’ + e’) 

e le radici di queste due equazioni daranno quelle della proposta . 

Cosi ancor I' altra 

x* — 2 ax’ -|- 2a’x' — b‘x’ — 2a’x + a 4 = o 
con aggiugnerc a' due membri il binomio a’x' -(- b'x' diverrà 
x 4 — 2ax’ + 3a’x’ — 2 a’x-j-a-* ^o’x'-f-b’x’ 
il cui primo membro essendo un perfetto quadrato ; darà luogo , per 
estrazion di radice , alle equazioni 

x* — ax + a' = + x V (<*’ -f- 6*) 
dalla risoluzione delle quali dipenderà la proposta. 

M §. 264 — Ciascuna delle equazioni indeterminato proposte suol 
dirsi tnidia , e 1' eliminata risultante da esse finale. 

A§§.SU7 1 272 . — Tanto questo metodo per imitazioni , dette an- 
cora delle McccMi'te eliminazioni , nel quale abbiamo compreso V altro 
detto più specialmente di pareggiamento , quanto quello d’ inserimen- 
to, furono noti a' primi analisti italiani. S' incontrano di fatti presso fra 
Luca esempi ingegnosissimi del primo metodo , c Cardano nella sua 
Ari Magna usò il metodo di pareggiamento , e l'altro ti inserimento. 
(Fryj.Cossali , Origine, trasporto io Italia ec. dell ' Algebra, vol.ll.c.i.) 

d!§. 577. — I giovani faran beno , per loro esercizio . ad accertar- 
si di ciò che sta detto in conchiusiouo del contenuto in questo §. , de- 
terminando i valori di x , y con due equazioni prese ad arbitrio tra 1» 
proposte , sopprimendovi il termine che contiene la i . 

Al cap. V.(§$.287-29I) — A' casi notati in tal capitolo aggiugneremo: 

1°. Che se mai nel corso dell' operazione , per ottener l’ eliminata , 
s imbattesse in equazioni manifestamente incompatibili ed assurdo ; in 
tal caso non solamente taluna delle equazioni proposto non sarebbe se- 
parata dalle altre , ma di più incompatibile con queste. 

Cosi se la terza delle equazioni del §. 287 fosse stata lOx -f- 18g 

là: — 100 == o , la quale , come vedesi , è incompatibile con hi 
altre due , giacché risulta da quelle esser 10x + 18y + li* — 104. 
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e nuli già — 100 = a , progredendo nell' operazione eliminando la x . 
si perverrebbe alle duo equazioni in y , z 

2y -f- 1 1 z — 6 = o 
2y -f* 1 1 z — 10 = o 
•Ite sono contraddittorie ed assurde. 

A §§. .'29. — Questa definizione da noi data della detdrminazione 
è compiuta, comprendendo essa si quella che corrisponde a problemi pii 
che deteminali , che sicno però suscettivi di una tidcrmintutonc , elio 
a' problemi determinali , per vedere i casi in cui la loro soluzione sia 
possibile o impossibile. 

Al §■ 3>S. — Anello la radice del primo membro sarebbe + x ; ma 
adoperando questo duplice segno, non si verrebbe a far altro che a rin- 
novare le stesse radici di prima , che però esso diviene inutile . E la 
stessa considerazione vale anche per le equazioni aflette del 2° grado. 

Al §. 340. — JLa.maocanza di un algorismo simbolico no' primi tem- 
pi die cominciò ad esser 1' Algebra coltivata , rendeva il cammino di 
essa assai lento ed inceppato , dovendo qne’ primi coltivatori di tale 
scienza condursi per vie tortuose , o per astrattissimo considerazioni 
nello ricerche lo quali esigevano risultamcnli genorali; o gli Elementi 
di Euclide somministrarono loro spessissimo in ciò il mezzo da ricscirc. 

L’ analista arabo Mohamad ben- Aiusa, il cui trattato di Algebra con- 
teneva lo scioglimento dello equazioni del secondo grado x'-j-n ~px. 
lo fondò sul teorema 5 del lib. 11. degli Elementi di Euclide, c Leonar- 
do da l’isa servissi dello stesso mezzo, che reso più spedito , e clic ac- 
crebbe della distinzione delle duo soluzioni dal Mohamad non veduto , 
Ebbe dunque torto il Cardano di attribuirsi questo vanto, con dire , «he 
non aveva Lionardo dimostrata se non una sola soluzione dell' equazione 
n — px . c questa ancora in maniera oscura ; che nò puro è ve- 
ro. Nella quale falsa credenza , forse per essere stato alla fedo del Car- 
dano , cadde ancora il Montucla, il quale a dirittura asserì, elio : Car- 
dati est le premier qui ait apperpu la multiplicilè dee valeteti de f incon- 
nue dans lei equa tieni (a meno di escluder da ciò eh’ ci dico quello del 
secondo grado ). Al qual proposito riflette bene il Cossali , che il pren- 
der che fece Lionardo in doppio senio il radicale risiKtto all' equazio- 
ne a:’ -(- n = px fosse un avviamento a ritrovar le radici negative ( On- 
line ec. voi. 1. cap, i. §. yju, ) 
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Al §. 370. — L impossibilità delle condizioni dui presente problema 
dovca farsi rilevare da loro stesse, per principii già noti , e non già de- 
durla da' risultamenti immaginari cui si era pervenuto risolvendolo , 
come in casi simili suol (arsi .E lo stesso procedimento si è pur tenu- 
to in questo trattato di Analisi algebrica in altri simili rincontri. 

Al §.3S7. — Queste equazioni sogliono ancor dirsi del quarto grado 
deriralite dal secondo. 


Al cap. XIII. (§§.400-J/3J — I primi analisti italiani , per compie- 
tti la soluzione delle equazioni proporzionali a quello del secondo gra- 
do ( di 4° grado derivative dal 2° } ricorsero ancor essi all' estrazione 
di radice da' binomi ; ed il loro metodo geometrico od assai elegante era 
il seguente. Stabiliti i tre teoremi : 

I. Il quadrato del binomio a + t è a* ì 2 ab -f-6* ( 4 o 7.EI .11 ) 

II. Dinotando a, b due rette sari a' -f- b’ > Sab (7. El. II. ) 

III. Il prodotto dò quadrati di a , b i uguale alla quarta parte del 

I2abì’ 

quadrato del doppio loro rettangolo , cioè a'b' = ■ ■■■- . 

k> 

Sia M + N il binomio proposto , di cui almeno l' un de' termini N sia 
irrazionale, ed M > N ; e la radice richiesta sia rappresentata da a +6, 
dovrà pel teor. H. essere M = a’ -f- 6* , N= 2a6 ; e pel teor. III. 

dovrà essere a'yb' = -~-N’ . Adunque la proposta ricorca vedesi 

ridotta a dividere il termine maggiore M del binomio assegnato in due 
parli , il cui prodotto pareggi il quadrato della metà del termine mi- 
ri ore AI di tal binomio ; saranno le radici di tali parli i termini della 
radice cercata del binomio ; la cui soluzioue chiaramente comprende- 
rsi nella prop.5. El. II. Pi falli supposta la M divisa in due parli ugua- 
li , ed in due disuguali la cui differenza sia t si avrà 

= ■/, M* - ( >/,M + s ) ( V,M -s ) = */ 4 M* - 'AN* 
per la condizione del problema . Quindi 

* = '/■ V ( M* — N 1 ) 

c però 

V(.M±N) = ± V('AM— '/,V(M'— N 1 /) 

come risultava dalla regola al§.'»IO. 


Al cap. .VV. ( §§.431- 164. ) — Le ordinarie nozioni , che in talune 
istituzioni algebriche si danno de' numeri poligoni , distinguendoli an- 
cora da' figurati , essendomi sembrate a .-sai vaghe da indurre in equivo- 
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ci , ho stimalo opportuno di definitivamente in questo capitolo stabilir- 
le in modo distinto e regolare . 

Su tali sumeri compose Diofanto un libro ingegnosissimo , intitolan- 
dolo ir spi vnlxiya-ya'V apir/uffv ( de numeri i multangulis ) ove risolvo 
mirabilmente il doppio problema di : assegnare dal lato it nu mero mol- 
t angolo , oda questo quello , al che pervenne nella prop. 9 , esponendo 
regole analoghe allo formolo da noi ottenuto con l'ajuto e le facilitazioni 
che offro il calcolo algebrico . Aggiunse ancora altre ricercho degne di 
considerazione, dello quali ci è sol pervenuta qnelladi determinare in 
guanti modi un numero dato possa esser moltangolo ; e deve dolerci che 
il tempo edace ci abbia privati della continuazione di un tal libro , al 
che volendo supplire il dotto suo comeolatorc Bachcto due libri aggiun- 
se di sua escogitazione. Sono degne anche di tutta la considerazione le 
dottrino che Diofanto premette sullo progressioni aritmetiche , circa il 
loro termine generalo (prop. 3.) , e ì sommalorio (prop. 4 e 5} ; e ciò che 
più rileva ancora talune altre, che sembreran facili od elementari con 
la nostra analisi simbolica , ma che destano atta maraviglia , se senza 
di questa riguardisi al modo come ei vi pervenne , e veggousi dimostra- 
te . Tali sarebbero , per indicarne alcuna , la prop. 2 ove dimostra , 
che : In tre numeri aritmeticamente proporzionali , »! prodotto dell’ot- 
tuplo del massimo nel medio, più il quadrato deiminimo è uguale al qua- 
dralo della somma del massimo , e del doppio del medio. In oltre, che : 
In uno progressione aritmetica che cominci da 1 , la somma di n termini 
moltiplicata per I ottuplo della differenza della progressione , più il qua- 
dralo di (al differenza minoralo di 2 è un tal numero quadrato , la cui 
radice minorata di 2 risulta quanto n volte la differenza -{- 2. 

Ma ritornando a’ numeri poligoni , bisogna osservare che i nostri pri- 
mi analisti italiani Lionardo , fra Luca e Tartaglia non tralasciarono 
questo argomento , sul quale stabilirono ingegnose ricerche , e talune 
ancora assai difficili , delle quali non mancheremo di trattarne alcu- 
ne nell’ Analisi algebrica delle quantità indeterminale . Il nostro Mau- 
rolico ne fece pure l' oggetto delle sue acute speculazioni aritmetiche . 

Intanto combinando il §. 463 con ciò che si è detto nella nota al 
§.183 risultano intuitivamente da' termini generati de’ numeri ordinali 
degli ordini successivi, i coefficienti de’ termini della potenza n di un bi- 
nomio ; sicché da quelli potevasi venire in cognizione di questi , o al 
contrario ; e ciò come abbiamo in essa nota accennato . avrebbe ancor 
potuto ben rilevarlo il Tartaglia. 

Al cap. .T17. . . . L’ indicazione simbolica delle grandezze , che n« 
offre l’Algebra , essendo, come fu gii detto nell’ introduzione, comu- 
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ne alla quantità al discreta . elio continua , sebbene dia il vantaggio di 
sottoporre ancor questa ad una specie di calcolo , non dee però essa 
perder la sua natura , sicché abbiasi come assolutamente ridotta a di- 
screta ; il che in molti casi è contradditorio alla sua natura . Quindi la 
teorica fonda inculale delle ragioni o proporzioni geometriche non dove- 
va affatto scompagnarsi da quella che giudiziosamente ne offri Euclide 
nel lib. V. degli Elementi ; e però trattarla a dirittura , come alla 
sola quantità discreta appartenente . Ecco pcrchò ci siamo sempre a 
quel libro degli Elementi suddetti rivolti . 

Al §. 488. — A pag. ix. det discorio preliminare fu accennato del 
gioco degli scacchi inventato da Scssa figlio di Dalier , o presentato ad 
un re indiano , per argomento che eia presso questo popolo fosse ben 
avvanzata la teorica delle progressioni geometriche; e quivi nel presen- 
te §. vi ò risoluto il problema per la determinazione di quel valore in 
grano eh' egli richiese a quei re in compenso della sua invenzione . La 
qual dimanda essendo sembrata al sovrano poco conveniente alla sua 
grandezza, dovè poi , in seguito del calcolo fattone , convenire dell’ im- 
possibilità di adempiervi , e rimanere quindi maggiormente maravi- 
gliato della dimanda apparentemente modesta fattagli dall’ inventore 
di quel giuoco , che della giudiziosa invenzione del gioco stesso . 

A' cap. XVII. e XVIII. — Quel tanto che si è qui recato do' loga- 
ritmi , corrispondente al nostro scopo indicato in fino del discorso 
preliminare, o bastante a prepararci la materia per trattar poi cstosa 
mente ed in modo più generale un tato argomento nel voi- II. del pre- 
sento Corso. Ed il cap. XVIII. presenta puro a' giovani un suIDcicnto 
esercizio dell’ uso do' logaritmi nella soluzione di problemi aritmetici ; 
come d' altronde potranno essere istruiti del vantaggio de’ medesimi 
nella Geometria esercitandosi in risolvere, col maneggio dello tavole lo- 
garitmiche de' numeri, e delle lince trigonometriche, gl' infiniti problè- 
mi che sul triangolo possonsi proporre , e con l' uso delle formoic elio la 
Trigonometria no offre risolvere . 




CHI 15 
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